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Supponiamadi avere un insiemedi variabili aleatorieX = {Xi,...,Xn} ed un insiemedi loro
realizzazionD = {xi, ...,Xn }, dettodatabaseli esempi.Supponiamahesiaignotoil modellom
chedescrvetaleinsiemedi variabili e siaignotala distribuzionedi probabilitacongiuntadi questo
insieme. Denotiamoquestadistribuzionecon p(X | 6m, m), dove B, rappresentaparametridel
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Sommario

Le reti di Bayessonomodelli grafici di probabilitain cui i nodi rappresentangariabili
aleatoriee gli archile dipendenzecausalifra variabili. Questarelazionedescrve comeap-
prenderda strutturagraficae la distribuzionedi probabilits connessallaretea partiredaun
databaseli realizzaziondellevariabili. Vienepresentatanatecnicabasatasuduepassi:nel
primo passoviene appresda strutturaselezionandd modellograficoche massimizzauna
appropriatg€unzionedi costo,nel secondorengonoappresde tabelledi probabilithassocia-
te a ciascunnodotramite un approccioBayesiano.Sonoillustrati i fondamentiteorici della
metodologiae i risultati ottenutiapplicandolea databasg@rovenientisiadaprocesssimulati
e chereali.

Intr oduzionealla stima bayesiana

modellom. Il problemadarisolvereé quellodi stimarela distribuzione,notoil databas®.

L'approcciobayesianger risolvere il problemadi stima propostoprevededi definire una
variabilealeatoriadiscretaM i cui statisonoi possibilim, checodifical'incertezzasullastruttura
delmodellotramitela distribuzionedi probabilita piori p(M = m). Inoltre, perogni modellom
vienedefinitaunavariabilealeatoriacontinuaTl , checodificai possibilivalori chesuoiparametri

posson@ssumeregonunincertezzaa priori datadalladensia di probabilié p(Tm = 6m | m).

Dato un databaseali esempiD, il teoremadi Bayespermettedi calcolarele distribuzioni a

posterioriperle duevariabili aleatorieM e T :

_ pm)p(D|m)
S p(m)p(D | m)

p(m|D)
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PO | M)P(D | B, )
[ BB | M)P(D | 8, m)ln

Dopoaver sceltounadistribuzioneapriori perX, condizionatal modelloedai suoiparametri
p(x | Bm, M), la stimadelladistribuzionea posteriorip(D | m) sitrova calcolanddl valoreatteso
del prior rispettop(m | D) e p(6m | D,m):

p(x| D) =3 p(m| D) / P(x]| 8. m) (B | D.m) iy ©

Purtroppoquestoapprocciobayesianguro non puo essereapplicatoquandoil numerodei
possibilimodellirendeil calcolodellasommatoriantrattabile.Ancheil casodell’apprendimento
delle reti bayesianda partedi questacateyoria. Si aggirail problemafacendd’ipotesi chela
distribuzionep(m | D) sialocalizzataattornoad un particolaremodellor. In questocaso,una
voltaselezionatah, la stimadelladistribuzionea posterioridi X si riducea:

p(x | D,1M) = [ plx | 8. ) p(8n | D, @

Perselezionaren si introduceunafunzionecheapplicataad un modellorestituiscaun “pun-
teggio” che siatanto piu alto quantoil modelloé pili prossimoa M. E naturaleutilizzare una
funzioneSCOREmM) derivatada p(m | D), ad esempiail suologaritmo, che peril teoremadi
Bayespuo esseranessan relazioneconil prior sulmodelloe suidati:

SCOREmM) = logp(m|D)
= logp(m)+1logp(D [ m) —logp(D)
~ logp(D|m) (5)

L'approssimazioneompiutaderiva dal fatto chelog p(D) & unacostantee cheil prior sul mo-
dello logp(m) pud anch’essoesseresuppostocostantese si fa I'ipotesi che ogni modello sia
equiprobabilgcompletaignoranzaa priori sulmodello).

Riassumendoi] problemadella stimadella distribuzionedi probabilita congiuntadi X puo
esseralffrontatograziealla seguenteprocedura:
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Proceduradi stima della distrib uzionedi probabilita congiuntadi X.

passo0: sceayliere opportunamentée distribuzioniapriori perX e peri parametri,

passol: trovare, tramite un opportunoalgoritmo di ricerca, il modello M che massimizza
SCOREmM),

passo2: calcolarela distribuzionea posteriorip(x | D,m) utilizzandol'approccio bayesiano
descritto.

2 Intr oduzionealle reti di Bayes

Unaretebayesiana un modellograficochecodificala distribuzionecongiuntadi probabilit di
uninsiemedi variabili aleatorieX = {Xj, ..., Xy }. Questeconsisten
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1. ungrafodirettoaciclicoS(dettostruttura) in cui ogninodoe associat@dun’unicavariabile
aleatoriaX; e ogniarcorappresentéa dipendenzaondizionalera i nodi cheunisce,

2. uninsiemeP di distribuzionilocali di probabilita, ciascunaassociatad unavariabilealea-
toria X; e condizionatalalle variabili corrispondentai nodi sogentidegli archientrantinel
nodoa cui e associate;.

Padri di

Figural: Schemalellarelazionefra unnodoedi padriin unagenericaetebayesiana.

La mancanzali un arcofra duenodiriflette la loro indipendenzaondizionale.Al contrario,la
presenzali un arcodal nodoX; al nodoX; pud esseréanterpretatecomeil fattocheX; siacausa
direttadi Xj.

DataunastrutturaSe le distribuzionilocali di probabilitidi ciascumodop(X; | Pa;), ove Pa;
rappresentdinsiemedeinodipadridi X, la probabilitdi distribuzionecongiuntap(X) si ottiene
da

p(X) = [ 0% | Pay ©)

edé evidentecomela coppia(S, P) codifichiin modounivoco p(X).

3 Apprendimentodi reti bayesiane

Perutilizzarela reti di Bayescomemodellonel sensovisto nellasezionel, dobbiamo

1. associaread ogni realizzazionedella variabile M unastrutturaS della rete costruitasull’
insiemedi variabili aleatorieX;, scrvendoM = mg,

2. associaread ogni distribuzione locale di probabilita un numerofinito di parametriche
la descrvono, denominati6;, che tutti assiemeformanoi parametridel modello, 8s =

{617 ...,en}.
In questomodol’equaziones puod essergiscrittacondizionandolal modelloed ai parametri:
n
D(X|T5,Ms)=|_!p(xi|Pai,Ti,|V|s) (7
i=
Per applicarela metodologiaillustrata nella sezionel, debbonoesserecalcolatele distri-
buzioni p(D | ms) per poterimplementard’algoritmo di massimizzazioneli SCOREmsg) e
p(x | D,mg) perpoterstimarela distribuzionedi X. Il loro calcolopud essercompiutoin forma

chiusaapplicandde segguentiipotesisullaretebayesiana.
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hpl. OgnivariabileX; ediscreta(pud assumergli statix}‘, conk=1,...,ri) elasuadistribuzione
localedi probabilita € unacollezionedi distribuzioni multinomiali unaperogni statopaiJ
dellevariabili padri(j = 1,...,gi cong = [x.cpg I's):

p(X | pal, 61, m;) = Bijx > 0 (8)

talechey, ,6ijk =1 Vi,j. Definiamoanchedue vettori di parametri;; = {8;j}_, e
0; = {eij}ji:l persemplificarda notazione.

hp2. | parametrif;; sonomutuamentendipendenti Cio comporta,comeillustratoin [ ]
cheil problemadivieneseparabileel senscespressaallaseguenteequazione:
n G
P(Bs| ms) = r!]_l P(8ij | ms) ©)
i=1j=1

hp3. Ogniinsiemedi parametrig;; hacomedistribuzionela coniugatadelladistribuzionedella
variabileX; corrispondenteln questocasoe la distribuzionedi Dirchlet

p(6ij | mg) = |‘| 6" = Dir(8ij, @ij.....tijr) (10)

Mo
|<|:|1 ( Ijk

ovegli ajjx sonogli iperparametrdelladistribuzionedi Dirichlet, tali che
Qijk > 0 Vi, j,kecheaj; = zrkizlaijk.

Sononecessarianchedelleipotesisul databaseli esempD:
hp4. D e completg quindinonci sonoosserazionimancanti.

hp5. Il campioneD deve essereestrattoda un fenomenal cui modelloé unastrutturaS di una
retedi Bayes.

Sottoquestdpotesiin [ ] sonoriportatii seguentirisultati:
alj r(aljk‘|‘N|Jk)
D|mg) = 11
i N
K i b.m _ G|jk+ ijk 12
P0G | par,D.ms) = e (12)

ove Nijk e il numerodelle volte che nel databasé si hacheX = x}‘ e chePag = paij, mentre
Nij = 25:1 Nijk. Dall' equazionell € immediatoricavareche SCOREmMms) puo esserecalcolato

o SCOR log (——3i1)__ log (G + Nijk) 13
a9 =5 3 [loo(re i)+ oo (T )]

Perpoteravereunaformulacomputabilebisognaassgnaredei valori agli ajjx. Questiiperpara-
metricodificanda conoscenzapriori chel’'utentehasuiparametrdelleprobabilibassociatalla
rete. Dato cheabbiamosuppostainacompletaignoranzag logico porreai;jx = % cheequvale
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aporrea; = z?‘zlzL;l % = qa, interpretabilecomel’equiprobabilita di ogniistanzadello spazio
delleprobilitacongiuntesuX; e Pa;. Restacod daassgnareununico“iper’iperparametrax che
in letteraturae chiamatodimensionali un campioneequivalente

L'equazionel3 permettedi realizzarel passol dellaproceduradi apprendimentdlustrata
nellasezionel checalcolala struttura‘migliore” rispettoa SCOREmsg) el'equazionel2il passo
2, chestimai parametrdellastrutturaselezionatal passgrecedente.

4 Ricercanello spaziodelle struttur e dellereti

Perpotereffettivamentamplementarda proceduraspostanellasezionel ¢’e bisognodi definire
unametodologiadi ricercanello spaziodelle strutturedelle reti bayesianeassociatall’insieme
di variabili aleatorieX. Seguendoi risultati espostiin [ ] e statasceltaunaproceduradi
ricerca“hill-climbing” percercaredi massimizzaréa funzioneSCOREms).
SceltaunastrutturaS e possibilevalutareil guadagnali SCOREchesi haperogni possibile
variazioneelementarealegli archi,in mododamantenerd’aciclicita del grafo. Questevariazioni
sonol’aggiuntadi un arcofra duenodi mutuamentendipendentila cancellazion&li un arcofra
duenodi dipendenti,il cambiamentali versodi un arcofra duenodi. Sfruttandoil fattochela

! .
Iniziali . i-struttura a priori |
dn||2|a lzfza22|one -+ -grafo senza archi ,
el gralo :-grafo casuale !

,,,,,,,,,,,,

E’ stato raggiunto
il massimo numero
di iterazioni?
NO

Calcolo del guadagn
di tutte le possibili
modifiche elementari
sugli archi

Effettua la modifica
a maggior guadagno
aggiornando la
struttura del grafo

e lo score

O

A

Y
7 NO ES|s_t_e un guac_iag
——( positivo maggiore
degli altri?

SI

Ritorna la struttura
corrente.

Figura2: SchemalellaricercaHill-Climbing in unospaziodi grafi associata reti bayesiane.

funzionedi costodescrittadall’equazionel3 pud esserescompostanellasommadi n addendi,
ciascunaassociat@d un nodoX; edai suoipadriPa;, la variazionedi un soloarcodellastruttura
Sinfluira al piu sudueaddendirelatvi ai nodi sogentee pozzodell’arcovariato. In particolare
cid accadesoltantoseun arcodellastrutturavieneinvertito. Negli altri casie sufficientecalcolare
la variazionedell’addendaelativo al nodopozzodel nuovo arco.

Dopo aver calcolatotutte le variazionielementaripossibili si effettua, se esiste,quellache
porterebbeun guadagn@ositvo maggioree si reiterail procedimentodopo aver aggiornatail



nuovo SCORE.La ricercaterminanel casoin cui nessunanodificafacciaaumentaréo SCORE
opporesevieneraggiuntoil limite massimadel numerodi iterazionipossibili. Lo schemadella
procedurali ricercaappenasspostai trovain figura2.

Questotipo di approccionecessitadi un grafo di partenza. Candidatiper questopossono
esseral grafoprivo di archi,checodificala completaignoranzasulle relazionicheintercorrono
fra le variabili, un grafo aciclico costruitoinserendaarchiin modo casualeoppureunareteche
rappresentia conoscenza priori possedutaul dominiodel problema.

5 Metodologiadi analisi sureti simulate

Quantoespostonelle precedentsezionie statoimplementatoutilizzandoil linguaggioC++ in
ambientelinux. Dei problemiriscontratiin questafasee delle sceltecompiuteverra resoconto
in appendice.lllustriamo adessda metodologiadi analisidei risultati ottenutitramiteil nostro
prototipo.

Una prima analisi e statacompiutasu reti bayesianesimulate. La proceduraseguita, che
incorporaquellaperl’apprendimenteespostaiellasezionel, vienedi seguitoillustrata.

Proceduradi apprendimentodi unaretesimulata.

passol: Generaziondi unareterandomgdettagold network aventeil numerodeinodieil mas-
simonumerodi stati pernodoprefissatie conunaspecificaprobabilita perl'inserimento
dgyli archifrai nodi.

passo2: Campionamentdellagold networkin mododaottenereun databaseli esempiD con
unnumerodi campioniprestabilito.

passo3: Perturbazionalella gold networkper ottenereunaprior networkda cui cominciare
la ricerca. Il metododi perturbazionautilizza una certaprobabilita per modificaregli
archiesistentedun’altraperaggiungerenuovi archi,conil vincolodi mantenerd grafo
aciclico.

passod: ApprendimentatrutturaleapartiredaD edallaprior network utilizzandol’algoritmo
espostmellasezioned.

passob: Apprendimentodelle tabelle di probabili; associatea ciascunnodo tramite una
proceduracheimplementd’equazionel 2.

Percompletard’analisi & statonecessarigtudiareun modopermisurarela “bonta” siadella
strutturaselezionatahedelletabelleappreserispettoaquelledellagold networkdi partenzaPer
farecio ci siamobasatisui suggerimentriportatiin [ ], in cui vengonoutilizzati duetipi
di misure:

1. Ladifferenzastrutturale fra duereti, cherappresentd gradoconcuila strutturaappresda
catturatde relazionicausalifra variabili. Definitala differenzasimmetricad; frai padridi
X; in duedifferentireti P e Q come

Oi (14)

= 4 (PaUPdP)\ (ParPaf)}



ove il simbolofa staper“numerodegli elementidell'insiemeA”, la differenzastrutturale
0 si calcolasommandduttele &

0= i Oi (15)

Si osservicomela differenzastrutturalesiala misuradel numerodegli archiin cuile reti P
e Q differiscono,contandoduevolte gli archichesonostatiinvertiti nel passaggiaaP a

Q.

2. La cross-entopia fra duereti, chedenotaquantobenela retebayesianappresaredira il
prossimocampioneadel databas®. Dettep(X | mp) e p(X | mg) le distribuzionicongiunte
di probabilita condificatedallereti P e Q, la cross-entropi#d (P, Q) € datada

P(X[mp)

p(X | Mg) (16)

H(P.Q) = ; p(X | mp)log

6 Analisi dell’apprendimentosureti simulate

Un esempiodi risultato ottenutosi pud osserare in figura 3, dove non sonostateriportatele
tabelledi probabilita associatai nodi, in quantotroppovoluminose.Ad esempioja tabellaas-
sociataal nodotre hadimensioni5 x 240in quantoX3 pud assumerevalori in 5 stati differenti
edi nodi padriPaz hannoin totale240stati. Si osservicomela reteappresalifferiscadallagold
networkdi soli tre archi, tutti e tre cancellatirispettoall’originale. Questiarchifannopassarel
numerodegli statidei padridi X3 da240a 6, semplificandanotesolmentela tabelladi probabilita
condizionateassociataUna spiegazionedi questocomportament@ datadal fatto chegli algo-
ritmi propostitendonoa selezionarde reti piu semplicirispettoad un determinatodatabase.
Sevi aggiungiamal fatto cheD nonhain questocasounadimensioneelevata (soltanto4000
campioni),apparevidentecomel’algoritmo abbiasemplificatda reteperl’assenzali sufficienti
informazionipercoglierela complessi delterzonodo. Restacomunquel fattocheil restodella
retee statocorrettamenteiconosciuto.



PRIOR NET
s. diff. = 16

sampling @

X

om 1 2 3456 7 8 9

1] 3 1 5 3 2 2 5 4 3

21 1 2 4 43 2 1 3 3

3] 12 4 212 2 3 2

3998 1 2 3 3 3 2 3 3 leamning

3009| 2 1 1 1 2 1 2 2 1

40000 2 1 2 2 1 1 3 3 1

DATABASE

LEARNED NET
s. diff. =3
cross-entropy = 0.177

Figura3: Risultatidi un testsu unarete“gold” generataa casocon 9 variabili e al piu cinquestati per

variabile. In un primo momentosonostatiestratti4000campionida questarete,chepoi & stataperturbata
con probabilit % ottenendaunarete“prior”. Le lettereassociateagli archiindicanocheunaarcoe stato
aggiunto(A),rimosso(D)o invertito(R). A partire dal “prior” utilizzandoi dati contenutinel database

stataes@uitala proceduradi apprendiment@a duepassi,cona = 100, chehadatocomerisultatola rete

“learned”. Si osservicomela differenzastrutturaledalla“gold” siascesada 16 a 3 conl'apprendimento,
mentrele tabelledi probabilit della“learned”hannounabassacross-entropia).176679conquelledella

“gold”.



+ net initialize
|
GOLDNETWORK: |PRIOR NETWORK:
# Nodes : 20 [# Nodes : 20
|
- edeges list — ------ee- |- edeges list — ------ee
1->9 | 1->9
1> 12 | 1> 12
2> 6 | 2>86
2> 13 | 2> 12 (A)
3> 17 | 2> 13
3> 18 | 3 -X 17 (D)
5-> 16 | 3> 18
6> 5 | 3> 20 (R
6 -> 13 | 4 -> 15 (R)
7> 19 | 4-> 18 (R
8> 2 | 5 > 4 (A
8 > 10 | 5> 16
8 > 11 | 6 ->5
8 > 12 | 6> 13
8 > 15 | 7->3 (A
9> 2 | 7> 14 (A)
9> 5 | 7> 19
9> 15 | 8-> 2
0> 5 | 8-> 6 (A)
10 > 20 | 8 -X 10 (D)
1 > 3 | 8> 11
1 > 4 | 8> 12
11 > 18 | 8-> 15
12 > 4 | 9> 2
12 > 9 | 9->5
12 > 13 | 9->6 (A
13 > 18 | 9> 12 (R)
14 > 13 | 9> 13 (A)
15 > 4 | 9> 15
16 > 14 10 > 2 (A
16 -> 15 10 > 3 (A)
17 > 2 10 > 5
17 > 9 |10 > 14 (A)
17 > 16 [10 > 17 (A)
17 > 18 |10 -> 20
17 > 19 11 > 3
18 > 4 11 > 4
19 > 15 11 > 16 (A)
20 > 1 11 > 18
20 > 3 12 > 4
20 > 15 12 > 6 (A
12 > 13
|13 -> 18
14 > 1 (A
14 > 6 (A
|14 -> 13
|14 -> 16 (R)
16 > 4 (A
|16 -> 15
17 > 2
17 > 9
|17 > 16
|17 > 18
17 > 19
|18 > 15 (A)
19 > 3 (A
19 > 6 (A
19 > 14 (A)
|19 > 15
[19 > 20 (A)
0 > 1
20 > 4 (A)
[20 -> 13 (A)
20 -> 15
PRIOR NETWORK;s GOLDNETWORK
structural-di ff erence measure: 35
+ learning
- structure
1" s score = -25087.460449  + 119.821777 (add: 8 -> 10 )
2" si.  score = -24967.638672 + 68.333008 (del: 18 -X 15 )
3" si:  score = -24899.305664 + 48597778 (add: 17 -> 3 ) <E> (R)
4" si. score = -24850.707886 + 44.805664 (del: 9 -X 13 )
5 si: score = -24805.902222 + 44.082397 (del: 2 -X 6 ) <E> (A)
6" si: score = -24761.819824 + 34.018677 (del: 4 -X 15 ) <E> (R)
7 osic score = -24727.801147 + 22.134277 (del: 5 -X 4 )
8" si:  score = -24705.666870 + 19.404419 (del: 19 -X 6 )
9" si:  score = -24686.262451 + 19.293823 (del: 20 -X 13 )
10" si: score = -24666.968628 + 18.766235 (del: 10 -X 3 )
11" si:  score = -24648.202393 + 17.655396 (rev: 18 > 4 ) <E> (R)
12° si:  score = -24630.546997 + 20.442749 (del: 16 -X 4 )
13" si:  score = -24610.104248 + 24396240 (add: 15 -> 4 )

14" si:  score = -24585.708008 + 16.250244 (del: 20 -X 4 )
15" si:  score = -24569.457764 + 10.084595 (del: 2 -X 12)
16~ s.i.  score = -24559.373169 + 17.817017 (rev: 12 -> 9 )
17" si:  score = -24541.556152 + 8.898560 (del: 11 -X 16 )
18" si.:  score = -24532.657593 + 8.840942 (del: 8 -X 6 )
19" si:  score = -24523.816650 + 8.050171 (del: 7 -X 3 )
20" si: score = -24515.766479 + 6.950684 (del: 10 -X 2 )
21" si: score = -24508.815796 + 4.997314 (del: 10 -X 20 ) <E> (A)
22" si: score = -24503.818481 + 5.085205 (add: 11 -> 20 )
23" si:  score = -24498.733276 + 4.436768 (del: 7 -X 14 )
24" siic score = -24494.296509 +  3.144043 (del: 19 -X 20 )
25" si:  score = -24491.152466 +  2.805298 (del: 19 -X 3 )
26" si: score = -24488.347168 + 4.223511 (rev: 3 -> 17 ) <C>
27" sic: score = -24484.123657 +  2.608276 (del: 14 -X 6 )
28" si:  score = -24481515381 + 2546143 (del 9 -X 6 )
29" sii: score = -24478.969238 +  2.349854 (del: 14 -X 1 )
30" si: score = -24476.619385 + 5340576 (rev: 16 -> 14 )
31" si:  score = -24471278809 +  2.826294 (del: 19 -X 14 )
32" si: score = -24468.452515 + 1565552 (add: 19 -> 16 ) <E> (D)
33" si:  score = -24466.886963 +  1.408447 (del: 10 -X 17 )
34" si: score = -24465.478516 + 1.064941 (del: 12 -X 6 )
35" si. score = -24464.413574 + 0.884766 (add: 2 -> 6 )
36" si. score = -24463528809 + 0.639893 (add: 10 -> 6 ) <E> (D)
37" si:  score = -24462.888916 + 0584473 (add: 12 -> 7 ) <E> (D)
38" si:  score = -24462.304443 + 0333252 (add: 10 -> 7 ) <E> (D)
39" si:  score = -24461.971191 No better changes.
- prob. tables

Learning prob. tables for node 1

Learning prob. tables for node 20
B TS B R b S SRR
LEARNEDNETWORK:
# Nodes : 20
- edeges list — -----me-

1->9

1> 12

2->6

2 > 13

3> 17

3> 18

3-> 20 (R)

5-> 16

6->5

6 > 13

7-> 19

8 > 2

8-> 10 (A)

8 > 11

8 > 12

8 > 15

9 > 2

9->5

9 > 15
10 > 5
10 > 6 (A
10 > 7 (A)
10 > 14 (A)

10 -X 20 (D)

1 >3
1 > 4
1 > 18
1 > 20 (A)
12 > 4
12>7 (A
12> 9
12 > 13
13 > 18
14 > 13
15 > 4
16 > 14
16 > 15
17 > 2
17 > 9
17 > 16
17 > 18
17 > 19
18 > 4
19 > 15
19 > 16 (A)
20 > 1
20 > 15

LEARNEDNETWORK:s GOLD NETWORK

structural-dif fe rence measure: 9

cross-entropy measure:  0.0524207



Un altro esempiopuo esser@sserato nell’outputoriginale,fornito nellapaginaprecedente,
modificatoper metterein risalto gli archiaggiunti(A) , invertiti (R) o cancellati(D) . La gold
networkha 20 nodi e variabili binarie: & statacampionateottendendaun databaseéd di 2000
campioni.Perturbataon unaprobabilita di % hageneratda prior network, annotatanell’output
per metterein luce le differenzerispettoalla reteoriginale. Il listatoriportalala descrizionalei
39 passidell’algoritmo di ricerca(a = 64), chemostranail valoreattualedi SCOREms) ed.l
guaggnoottenutocompiendda variazioneindicatafra parentesi.Di fianco e stataannotatda
bont della mossa(erratak, correzionedi erroreprecedentef) e quale sarebbestatala mossa
esattal 'outputsi concludeconla listadegli archidellareteappresa.

Si osservicomeanchen questacasola differenzastrutturalescendada35a9 conl'apprendi-
mentoe la bssacross-entropidra la gold networke la learnednetwork Questodatofa sospettare
un possibile“overfitting” dei dati dapartedell’algoritmodi apprendimentalelle tabelledi poba-
bilita, in quanto,pur avendoa disposizioneunastrutturaun po'differentedall’originale, questo
riesceinterpretaranolto benel dati,forsetroppo,generandainaretedi Bayesmolto legataal da-
tabaseD. Interessantanchenotarecomel’algoritmo di apprendimentalellastrutturadellarete
rimedi solo unavolta ad unasceltasbagliatacompiutain precedenzaA causadel suocarattere
di ricercalocale,le scelteerratefatteai primi passifannoquasicertamenteaderdan un massimo
locale differenteda quello globale,con pocheprobabilita che gli errori possancesserecorretti.
Comungueanchein questoesempida reteappresa molto piu vicina alla rete originalerispet-
to alla prior network dimostrandacomela tecnicaimplementataaffini realmentda conoscenza
iniziale grazieal contributo delle osserazionicontenutenel databas®.

Perconcluderd’analisi dell’algoritmo su reti simulatepresentiamd’apprendimentadi una
rete piu semplicedelle precedentijllustratain figura4. In questocasol’algoritmo ha appreso
la rete senzacommettereerrori: il motivo e il correttodimensionamentdel numerodi esempi
rispettoalle dimensionidel modelloe la correttasceltadel parametrax.

(2) S ©
(s) 0‘0 (s) 050

% el B

GOLD vs LEARNED GOLD vs PRIOR
s.d.=0 s.d.=6
c.e.=0.0138

Figura4: Risultatidi untestsuunarete“gold” generataa casocon5 variabili e al piu quattrostati per
variabile. Sonostati estratti5000 campionida questarete, poi € stataperturbatacon probabilit % otte-
nendounarete“prior”. Dal “prior”, utilizzandoi dati contenutinel databaseg stataeseguitala procedura
di apprendimenta due passi,con a = 8, che ha prodottola rete “learned”. La rete € statacorretta-
mentericonosciutasia nella strutturache nelle tabelledi probabilit (cross-entropigari a 0.0138233).1
passicompiutidall’algoritmo di ricercastrutturalesonostati, partendoda SCOREMpyior) = -26777.3 ,
add:3 —5(+310.8) , rev.i2 —4(+142.8) , rev:l —4(+179.5) e del5 —x1(+24.0) , ottenendouno
SCOREM|eamed) = -26120.2 .
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7 Analisi dell'apprendimentoda un databasereale

Perapplicarele tecnicheesposteadun process@rovenientedal mondoreale,abbiamautilizzato
il databaseiportatoapag.44in [ ]. Sitrattadi unostudioswlto daiprofessoriSewnell e Shah
riguardole intezionidi unapopolazionescolasticali 10416studentidell’ultimo annodi superiori
di pros@uire gli studi, frequentandd’universiti. | dati sonostati raccolti alla WisconsinHigh

Sdoolnel 1968eriguardandl sessalello studenteil suostatosocioeconomical suoquoziente
di intelligenza/'incoraggiamentaicevuto daigenitoriaproseuiregli studie I'effettivadecisione
di farloo meno.La seguentetabellaillustrain dettagliole variabili edi possibilistatichepossono
assumerenonctei codicinumericicheil prototipoassgnaloro.

X | sigla| significato 1 2 3 4
X1 | SEX | Sex male | female

Xo | SES | SocioEconomictatus | low | lowermiddle | uppermiddle | high
X3 | 1Q | IntelligenceQuotient low | lowermiddle | uppermiddle | high
Xa | PE | ParentalEncouragementlow | high

X5 | CP | CollegePlans yes | no

Abbiamotentatounprimoapprendimentpartendalaunaretesenzarchifrai nodi,etenendo
il parametrax adun bassovalore,datochela prior networkfornita eradel tutto noninformatwva.
| risultati ottenutisonoriportatiin formagraficanellafigura5A. Comesi pud osserare,gli archi
appresicodificanomolte relazionicausaliche ci saremmaotuti aspettarecomead esempiail
fatto che il fattore socioeconomicanfluenzii genitori a dareo no ai figli stimoli per andare
all'universia. A nostroavviso, il solo arco che connetteCP a IQ sembraillogico, in quanto
supporrebbél fatto chela sceltadi andareall’universit influisca sul quozientedi intelligenza
dello studente.

Pertentaredi evitare questancornvenienteabbiamaripetutol’apprendimentgartendalauna
retein cui ogni nodoe collegatoa CP conun arco. Questoequiale a supporreunaconoscenza
apriori sul fattochetutti gli attributi possonanfluenzaran qualchemodola sceltauniversitaria.
Avendointrodottoun prior che ritenezamo molto importante,I'apprendimentae statoeseyuito
conun parametrax elevato. | risultati ottenutisonoosserabili nellafigura5B. Il grafoappreso
mostracheil problemariscontratoe statoeliminato(adessa@’e unarcodalQ a CP, checodificail
fattocheil quozientedi intelligenzapud influenzarda sceltadi proseuiregli studi). Peo, la rete
e logicamentalebolerispettoad un altro arco,quellochecollega SESa Q. In questocasoinfatti
sembrerebbg quozientali intelligenzapoteresseranfluenzatadallacondizionesocioeconomica
dell'individuo.

Abbiamotentatodi percorreraunaterzastrada.Siamoritornati ad unaprior networkpriva di
archi,maabbiamampostodeivincoli sullastruttura. In questacasosi e suppostaheil nodoCP
non potesseesseipadredi altri nodi. | risultati ottenutidall’apprendiemntan questecondizioni
sonoriportatiin figura5C, partendadaun parametrax bassolLa reteappresa la stessalel caso
precedente.

Da questirisultati si puo trarrela conclusionechel'algoritmo propostosia un buon approc-
cio pertrattaredati in unaprimafase,in mododa ottenereunaretedi Bayescheillustri buona
partedellerelazionifra le variabili, commettenda@ualcheerrore. In unaseconddase,partendo
dai risultati ottenuti, & possibileutilizzare qualchemetodopiu sofisticatoper tentaredi raffina-
re la “bonta” causaledellarete. Un esempiodi questatecnicapud esserdrovatoin [ ], in
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cui I'impiego di unametodologiache utilizza variabili nascosteermettedi superare problemi
riscontrati,introducendainanuovavariabilechesembraendercontodella“qualita” dei genitori.

Perconcluderegccol’output del prototiponel primo casoesaminatoSi osservicomel’algo-
ritmo aggiung solamenterchi,in quantoavviato suunaretevuota.

+ reading database

College Plans
Sewall & Shah, (c) 1968 The University  of Chicago.

+ learning

- structure -
1" search iteration: current  score = -49448.162109 + 1697.895508 (add: 4 -> 5)
2" search iteration: current  score = -47750.266602 + 1009.042969 (add: 2 -> 4)
3" search iteration: current  score = -46741.223633 + 768.684570 (add: 5 -> 3)
4" search iteration: current  score = -45972.539062 + 218.387695 (add: 2 -> 5)
5" search iteration: current  score = -45754.151367 + 97.516602 (add: 4 -> 3)
6" search iteration: current  score = -45656.634766 +  77.052734 (add: 1 -> 4)
7" search iteration: current  score = -45579.582031  No better  changes.

- prob. tables

Learning prob. tables for node 1
Learning prob. tables for node 2
Learning prob. tables for node 3
Learning prob. tables for node 4
Learning prob. tables for node 5

+reSUts  HHHHHHHE bR bR

LEARNEDNETWORK:
Nodes : 5

**

- edeges list — —--omeeee- - e em e e e e e
> 4

5 NN
RV
w oW o s

- nodes tables  ---e--eeee- R
*Node 1 with 2 states
1 2

0.483730  0.516270

*Node 2 with 4 states

1 2 3 4

0.240364 0.256537 0.256246 0.246853

*Node 3 with 4 states & 4 parents config.
45| 1 2 3 4

1| 0.151274 0.221338 0.300955 0.326433
1| 0077136 0.176288 0.295662 0.450913
2 | 0.375403 0.297852 0.209774 0.116971
2| 0231995 0.291794 0.267350 0.208861

*Node 4 with 2 states & 8 parents config.
121 2

| 0.681581 0.318419
| 0.833584 0.166416
| 0512317 0.487683
| 0.633704 0.366296
| 0.352194 0.647806
| 0.492576 0.507424
| 0.144061 0.855939
| 0.194551 0.805449

*Node 5 with 2 states & 8 parents config.
241 2

| 0.035111 0.964889
| 0.062788 0.937212
| 0.079839 0.920161
| 0.144342 0.855658
| 0.347789 0.652211
| 0.455231 0.544770
| 0532131 0.467869
| 0.726134 0.273866

BWN R BN
NN R PP
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empty prior network

5 64
ORGCINC

prior network

c. [
OCEC

empty prior network

with constraints

Figurab: Risultatidell’'apprendimentalal databaseli Sevell & Shah.A. a = 8 e prior networkvuota.B.
o = 256e prior networkconun arcoentranteén CPdaogninodo.C. a = 8 e prior networkvuota,macon
il vincolocheCP nonpub essergadredi alcunnodo.Gli archiconun“?” sono,anostroavviso, illogici.

&)
(e

learning

learned network

@9
@@@
o

learned network

@7
@@@
o

learned network

?
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8 Ossewazioni conclusve

In questarelazionee statapresentatainatecnicaper apprendereeti bayesianesu un insiemedi
variabili aleatoriea partire da un databaseli loro realizzazioni. La tecnicaespostguo essere
utilizzataper comprenderde relazionidi causalia cheintercorronofra le variabili e per attuare
unaprimaanalisidei dati ad esserelati.

Sonostati messiin luce alcuni difetti, che abbiamoimputatosia alla non applicabilita delle
ipotesia molti casidi interessaealechealla difficolta di unacorrettaassgnazionedei parametri
dell’algoritmo, primo fra tutti il coeficientea. Inoltre & statomostratoche nel casoin cui le
ipotesisianosoddishtte,i parametricorrettamentelimensionate si stia utilizzandoun numero
sufficientedi campioni,’agoritmo apprendesenzeerrorila rete.

In ultima analisi,I'apprendimentdasatosu selezionedel modelloe stimabayesianalei pa-
rametrie un buon metodoper affrontareil problemadi trovarerelazionifra dati, almenoin una
primaapprossimaziondJn ulterioreraffinamentgpud essergaggiuntoa partiredairisultati otte-
nuti conle metodologiemostrate jmpiegandotecnichedi apprendimentgiu potenti,quali sono
guellechesuppongonda presenzali variabili nascoste.

Questolavoro e statorealizzatoper sostenerd’esamedi “intelligenzaatrtificiale” tenutodal
Prof. G.Sodacon la collaborazionedel Dott. PFrasconi. Sono state utilizzate le strutture
didattiche del laboratoriodell'informazione“ex-forno”, all'interno della facolt& di ingegneria
dell'universitadi Firenze.

Firenze 9 marzo1999
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A Implementazione

L'implementazioneleggli algoritmi perl’apprendimentali reti bayesiangartendada databaseli
esempie statafatta utilizzandoil linguaggioC++ in ambienteLinux. Qui di seguito vengono
illustratele sceltecompiutee alcunidegli algoritmidi supportautilizzati, nonchke comesonostate
realizzatde equazionil3e 12

A.1 Datatypesdi base

Abbiamoimplementataquattrotemplatedi classiperrealizzarevettori, matrici, codecircolari e
grafidiretti aciclici. Suiprimi tretipi di datic’e pocodadire: sonoclassiabbastanzatandardcthe
mettonoadisposizionenggettivettori, matricie codecircolari (realizzategramitevettori). La loro
allocazionee dinamicae la loro dimensiongyuo esserecambiataall’'interno del programmama
deve esserespecificatgorimadi inserirvinuovi dati.

Piu interessante la classed_a_graph cheimplementa grafi aciclici orientati. Premettiamo
chei nodi sonorappresentatcon degli interi e gli archi con coppiedi nodi, quindi coppiedi
interi. All'interno dellaclassesonocontenutiduevettori, unodi nodi di dimensioneN ed unodi
archidi dimensioneN(N-1)/2 , euninteroN. Il vettoredi nodie compostalaelementimpostabili
dall‘'utente caratteristicautilizzatanellastesuralellaclassevayes _net permemorizzarde tabelle
di probabiliassociat@ciascumodo. |l vettoredi archihacomponentintereetienetracciadegli
archii — j tali chej > i. Lafunzionechemappagli archiin talevettoree la seguente.

o j—i peri=1
posti — j) = { =it (N=1)(i—1)— =802 perj~ g (17)
Nel vettoreun arcoi — j € rappresentatdaun 1 see presentedaun -1 seeé presenteconil
versoinvertito e dauno0 senone presentaei — j ne j — i. Perrenderdrasparentall’'utenteil
meccanismali accessagli archicod rappresentat statocreatoun metodoedges manager che
permetteai metodiinterfacciadi compierele operazionidi inserimentocancellaziones accesso
agli archiin modointuitivo.

Abbiamorealizzatoun metodonPa(node v) checontail numerodi padridel nodov e sono
statecreatedelle macro“iteratori” perscandiretutti gli elementipresentinellastruttura.ln parti-
colareforall  nodes(v,G) assgnain sequenzavalorideinodidi Gav eforall _edges(e,G)

i valori degli archidi Gae. Ci sonoanchedegli iteraroripergli archi mancantinella struttura
dellarete,peri nodipadrie perquelli figli di uncertonodo.

Percontrollarel’aciclicita di un grafo si e sfruttatol’algoritmo citato nei solgenti, che attua
un ordinamentdopologicodel grafoin mododaattraversareper primi i nodi sorgenti, poi i loro
figli e cog via. Sel'algoritmo riescead ordinarein questomodotutti i nodi, il grafoe aciclico.
Ci siamobasatisu questaproceduraper realizzareun metodoper I'inserimentodi archi nella
struttura,senzaviolarela condizionedi aciclicita.

/%
« Vlectorh
* vectordatatype
* (€) 1997E.Papalini & M.Piccini
%

#ifndef _VectorDataType
#define _VectorDataType

#include <iostream.h >
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template<classltemType>
classvector{
private:
ItemTypexV;
int N; // vectordimesion

public:
/* constructors/
vector(){ N=0;}

/* copyconstructor:/
vectoronstvector&Obj) {
if (Obj.N!=0) {
if (!(V =newltemType[Obj.N])) {
cout< "Error: Out of Memory. \n";
exit(1);

}
N = Obj.N;
for (int k=1;k <= N; k++)
#(V+(k-1)) = #(Obj.V+(k-1));
} else{
cout< "Error: Object not initialized. \n";
exit(1);

}

/= initializator: setthevectordimension/
int init(int n) {
if (n>0){
if (N 1= 0) deleteV;
if ({(V =newltemType[n])) {
cout< "Error: Out of Memory. \n";
exit(1);

N=n;
return 0;

cout< "Error: Object size must be positive. \n";
exit(3);

/* getvectordimension:/
int getN(){ return N; }

/= setall elementgo "item” =/
int set(ltemWpeitem) {
if (N!=0){
for (int k =1; k <= N; k++)
#(V+(k-1)) = item;
return 0;

cout< "Error: Object not initializated. \n";
exit(1);

/* getthei-th element:/
ItemType& operator() (int i) {
if (N1=0){
if (I >0)&& (i <=N))
return =(V+(i-1));
cout< "Error: index out of range. \n";
exit(1);

cout<« "Error: Object not initialized. \n";
exit(1);

/* copyopeftor s/
vectoroperator=(constvector&Obj) {
// precondition:ltemTypemusthavea valid = opertor.
if (N!=0){
if (Obj.N==N) {
for (int k=1; k <=N; k++)
#(V+(k-1)) = #(Obj.V+(K-1));
return «this;

cout< "Error: Objects  with  different sizes. \n";
exit(1);

cout<« "Error: Object not initialized. \n";
exit(1);

i3
#endif // VectorDataType
/x
+ Matrix.h
* matrix datatype
* (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

o

#ifndef _Matrix_DataType
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#define

_Matrix_Data_Type

#include <iostream.h >

template< classltemType>
classMatrix {
private:

ItemTypexT;
int N; // matrix first dimension
int M; // matrix seconddimesion

public:

/* constructors/
Matrix() { N =M =0; }

/* copyconstructors/
Matrix(constMatrix &Obj) {
if (Obj.N!=0&& Obj.M!=0) {
if (/(T = new IltemType[Obj.NxObj.M])) {
cout< "Error: Out of Memory. \n";
exit(1);

}
N = Obj.N; M = Obj.M;
for (int j=1;] <= M; j++)
for (inti=1;i <=N;i++)
#(T+((i-1)xM+j-1)) = x(Obj. T+((i-1)xObj.M+j-1));
} elsef
cout< "Error: It is impossible to copy a NULL object.
exit(1);
}
}

/x getfirstmatrix dimension:/
int getN(){ returnN; }

/* getsecondmatrix dimension:/
int getM() { return M; }

/* setall elementdo "item” x/
int set(ltemWpeitem) {
if (N!=08& M !=0){
for (int j=1;] <= M; j++)
for (inti=1;i <=Nji++)
#(T+((i-1)xM+j-1)) = item;
return 0;

cout< "Error: | can't access an uninitilized Matrix. \n";
exit(1);

}

/x initialize matrix dimensions:/
int init(int n,int m) {
if (1>0&& m>0){
if (N!=0&& M !=0)deleteT;
if (/(T = newltemType[n=m])) {
cout< "Error: Out of Memory. \n";
returnl;
}
N=n;M=m;
return 0;

cout< "Error: Matrix ~size must be positive. \n";
exit(1);

}

/* get(ij) element:/
ItemType& operator()(int i, int j) {
if(NI=0&& M!=0){
if (i>0)&& (j>0)&& (i <=N) && (j <=M))
return =(T+((i-1)xM+j-1));
cout< "Error: (" <ig"" «j<" ) Out of Range.\n";

exit(1);
cout< "Error: | can't access an uninitilized Matrix. \n";
exit(1);
h
#endif // _Matrix_Data Types
/x
x C_Queueh

x circular queuedatatype
x () 1997E.Papalini & M.Piccini

¥/

#ifndef
#define

_Circular.QueueDataType
_Circular.QueueDataType

#include <iostream.h >
#include ”./Vectorh ”

template< classltemType>

\n";

17



classc_queue{
private:
vector ltemType> CQ;
int first;
int size;

public:

/* constructors/
c_queue() first=1;size=0; }

/* destructors/
~cqueue(f /xx/ }

/x* initialize an emptyqueuex/
int init() { first=1; size=0;return0; }

/x initialize a queueof n elements:/
int init(int n) { first = 1; size= 0; CQ.init(n); return 0;}

/* is queueempty? =/
int empty(){ return (size==0); }

/* is queuefull ? x/
int full() { return ( size==CQ.getN());}

/* popcurrentelemenfromthequeue:/
ItemTypepop() {
if (tempty()) {
int tmp = first;
first = (first % (CQ.getN()))}+ 1;
size—;
return CQ(tmp);

cout< "Error: Empty object. \n";
exit(6);
}

/* pushelementitem” in thequeuex/
void push(ltempeitem) {
if ('full()) {
CQ(((first+ size- 1) % (CQ.getN()))+ 1) = item;
size++;
return;

cout< "Error: Full object. \n";
exit(7);

b
#endif // _Circular_QueueDataType

/x
+« D_A_Graph.h

x directacyclicgraphdatatype

* (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

o

#ifndef _DirectAcyclic.GraphDataType
#define _Direct Acyclic_.GraphDataType

#include <iostream.h >
#include "./Vectorh "
#include "./C _Queue.h”

typedefint node;// nodetype
struct edge{ nodes; nodet; }; //edeetype

// iterators
#define forall_.nodes(yG)
for((v) = 1; (v) <= ((G).getN());(v)++)

#define forall_edges(e,G)
for((e.s)= 1; (e.s)<= ((G).getN();(e.s)++)\
for ((e.t)=1; (e.t) <= ((G).getN());(e.t)++)\
if ((G).getedge((e)))= 1); else

#define forall_missingedges(e,G)
for((e.s)= 1; (e.5)<=(((G).getN())-1);(e.s)++)\
for ((e.n)= ((e.s)+1)i(e.t) <= ((G).getN();(e.t)++)\
if ((G).getedge((e)))= 0); else

#define forall_parents(8,vG)\
for((Pa)= 1; (Pa) <= ((G).getN());(Pa)++)\
if (((G).getedge((R),(v)))!= 1); else

#define  forall_children(Ch,vG)\
for((Ch) = 1; (Ch) <= ((G).getN());(Ch)++)\
if (((G).getedge((v),(Ch)))= 1);else



template<classNodeType>
classd_agraph{
private:
vector< NodeType> Nodes;// vectorof nodes
vectorint > Edges;// vectorof edges
int N; // numberof nodes

/* getthepositionof edgei -> j in edge vectors/
int pos(node, nodej) {
// precondition:i < j && N> 1
int res=j-i;
if (i > 1) res+= (N-1)x(i-1) - ((i-1)*(i-2))/2;
returnres;

}

/+ manaer of edge insertion,deletion& getting/
int edgesmanager(nodg nodej, int op) {
intc=0;
if (N> 1){
if (1>0)&& (j >0)&& (i <=N)&& (j <=N)) {
if (i==j) returnO;
if (i<j)c=1;
if i>j){c=iji=jj=cc=-1;}
switch (op) {
case0: // delete
Edges(pos(i.j) 0;
return 0; break;
casel: // insert
Edges(pos(i,j)F c;
return c; break;
case2: // get
return Edges(pos(i,j))c; break;
default:
cout< "Error: Option  unknown. \n";
exit(7);

}

cout< "Error: index out of range. \n";
exit(1);

cout< "Error: Object unitializated An';
exit(1);

public:
/* constructors/
d_agraph(){ N=0;}

/x initialize nodes& edgesvectos »/
int init(int n) {
if (n>1){

Nodes.init(n);
Edges.init((r(n-1))/2);
Edges.set(0);
N=n;
return 0;

cout< "Error: Nodes number must be > 1.\n";
exit(1);

/* getparentsnumberof nodei »/
int nPa(nodei) {
int nPai=0;
// precondition:N > 1
for (int aux= 1; aux <= N; aux++)
if (getedge(aux,iF=1) nPai++;
return nPai;

/* getnodesnumbers/
int getN(){ returnN; }

/* geti-th nodex/

NodeType& operator() (nodei) {
// precondition:N > 1
return Nodes(i);

/* deleteedge =/
int del_Ledge(nodé, nodej) { return edgesmanager(i,j,0)}
int deLedge(edge) { return edgesmanager(e.s,e.t,0);

/x insertedge «/
int setedge(nodé, nodej) { return edgesmanager(i,j,1)}
int setedge(edge) { return edgesmanager(e.s,e.t,1);

/* getedge x/
int getedge(nodé, nodej) { return edgesmanager(i,j,2)}
int getedge(edge) { return edgesmanager(e.s,e.t,2);

/x is graphacyclic? «/
int agyclic() {
// basedupon
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// A.B.Kahn,Topolagical Sortingof Large Networks,
// Communicationsfthe ACM, vol.5,558-562,1962
vectorint > nParents;
c_queuecint> orphans;
intn=0;
nodev, w;
// precondition:N > 1
nParents.init(N);
orphans.init(N);
forall_nodes(wthis)

if (nParents(v)= nPa(v)) == 0) orphans.push(v);
while (lorphans.empty()}

v = orphans.pop();

n++;

forall_children(wv,xthis)

if (——nRarents(w)== 0) orphans.push(w);

}

return (n==N);

/* insertedge only if graphremainsacyclics/
int agyclic_setedge(nodei, nodej) {
// precondition:N > 1
int ¢ = getedge(i,j);
setedge(i,j);
if (agyclic())
return 1;
else{
if (c==0) deledge(i,j);
if (c==-1) setedge(j,i);
return 0;

}
int agyclic_setedge(edgee) {
return agyclic_setedge(e.s,e.t);
}
h

#endif // _DirectAcyclic.Graph.DataType

A.2 Classiper rappresentaei nodi

Abbiamocreatounaclassebasenode base contenentéidentificatoredelnodoe il numerodegli
stati della variabile aleatoriaassociata.Da questaclassee stataderivata unaclassenode type
contenentéda tabelladi probabilita condizionataassociatal nodo. Questaabellae implementata
comeunamatricedi float di dimensionipariar; x g, ove X; € la variabilea cui & associataE
anchestataderivatadalla classebasela classenode info cheinvececontienelo statocorrente
dellavariabilealeatoria.

Questaultima classez necessarigerimplementarda classenode _parents checontiend’e-
lencodeinodipadridi uncertonodo:node _parents vieneutilizzatanel calcolodi formulecome
la 13, in cui c’e bisognodi un iteratorecheass@ni in successionad unavariabiletutti gli stati
cheuninsiemedi nodi (Pg; in questocaso)pud assumere.

All'unico scopodi calcolarela cross-entropidra duereti di Bayese stataderivataunaclasse
node _more_info  dallaclassenode _info , checontieneduevettoridi nodirappresentante liste
di padridel nodocorrentein duedifferentireti. Questaclassee inclusain all _nodes: quic’ela
lista di tutte le variabili con associateuelledei padrinelle duereti, utilizzataperimplementare
la formula 16, chenecessitali un iteratoresututti i nodi cheaggiornile configurazionidei padri
ognivolta.

In figura6 e rappresentatd diagrammalelleclassi.La relazione'is referredby” si riferisce
all'inclusionedi unaclasselapartedi unaltratramiteun puntatoremanel nostroprogettoquesto
e mascheratalall’'utilizzo deitemplates.

E necessariosserarecomele classinode _parents eall nodes abbianadellemacro‘itera-
tori” che,tramitelaredefinizionedell'operatoret+ sullerispettve classipermettonai assgnare
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Figura6: Albero parzialedelle classidel progetto.

in successionad unavariabiletutte le possibili configurazioniassuntedai nodi padrioppureda
tutti i nodidel grafo.

+ Nodes.h
* classef nodes
# (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

o

#ifndef _NodesTypes
#define _NodesTypes

#include <iostream.h >
#include ”./Vector.h
#include ”./Matrix.h
#include "./D _A_Graph.h ”
/* nodebasex/

#define forall_nodestates(k,xi)\
for((k) = 1; (k) <= ((xi).ri); (k)++)
classnodebase{
public:
nodei; // # of node
int ri; // # maxof states

nodebase();
nodebaseint j, int rj = 1);

h
/* nodetypex/
classnodetype: public nodebase{
public:
Matrix<float> P; // P(,k)j=1..Qi; k=1..r1i;
}
/* nodeinfo «/
classnodeinfo : public nodebase{
public:

int s; // currentstate

nodeinfo();
nodeinfo(int j ,int rj = 1, int inits = 1);

void init_state();
void laststate();

nodeinfo operator++(); //prefix

%

/* nodemore.info x/
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classnodemoreinfo : public nodeinfo {
public:
vectornode> P;
vectonode> Q;

nodemoreinfo();
nodemoreinfo(int j, int rj =1, int inits=1,int nP=1,int nQ=1);

int init(nodev, d_a.graph<nodetype> &DAG_R,
d_agraphcnodetype>& DAG.Q);

/* nodeparentss/

#define forall_parentsstates(j,@i) \
(Pai).init_state();\
for(() = 1; () <= ((Pai).getQ():(()++) , (++(Pai)))

#define  view_parentsstate(state &) \
for((state)= 1; (state)<= ((Pai).getN());(state)++)

classnodeparents{
private:
vector<nodeinfo> P;

int Q;

public:
nodeparents(nodé d_a graph<nodetype>& G);

int getQ();
int getN();
void init_state();
void laststate();

void operator++(); // prefix
nodeinfo& operator() (int i);

nodeparentssetjint j);
int getj();
i

/* all_nodesx/

#define forall_nodesstates(ki,Nodes)
(Nodes).initstate();\
for((ki) = 1; (ki) <= ((Nodes).getQ()){(ki)++) , (++(Nodes)))

classall_nodes{
private:
vectornodemoreinfo> N;

int Q;

public:
all_nodes(da_graph<nodetype> &DAG_PR,
d_agraph<nodetype>& DAG.Q);

void init_state();
void operator++(); / /prefix
nodemoreinfo& operator() (int i);

int getQ();
int getj_P(nodev);
int geti-Q(nodev);

Y
#endif // NodesTypes
/x

+ Nodes.cc
+ methoddor classef nodes
* (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

*

5/
#include ”./Nodes.h

/1

// classnodebase

/* constructos x/
nodebase::nodédase(} i =0;ri=1; }
nodebase::nodaseint j, int rj = 1) { i =j; ri =rj;}

// classnodeinfo : public nodebase

/* constructos x/

nodeinfo::nodeinfo() :nodebase() s=0; }

nodeinfo::nodeinfo(int j , int rj = 1 ,int inits = 1) :nodebase(j,rj){ s=inits; }

/* setinitial statesx/
void nodeinfo::init state(){ s=1; }
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/* setfinal statesx/
void nodeinfo::laststate(){ s=ri;}

/* next statex/

nodeinfo nodeinfo::operator++() {
if (++s>ri)s=1;
return «this;

// classnodemore_info : public nodeinfo
// only usedfor calculatecross-entopy betweertwo bayesiametworks

/* constructos x/

nodemoreinfo::nodemoreinfo() :nodeinfo() { Rinit(1); Q.init(1); }

nodemoreinfo::nodemoreinfo(int j, int rj = 1,int inits= 1, int nP=1, int nQ=1)
:nodeinfo(j,fj,inits) { Rinit(nP); Q.init(nQ); }

/x initialize »/

int nodemoreinfo::init(nodev, d_agraph<nodetype> &DAG_P, d_a.graph<nodetype>& DAG.Q) {
nodew;
int k;

i = DAG_P(V).i;
ri = DAG_P(v).ri;
s=1;

if (DAG_PnPRa(v)> 0) {
Rinit(DAG_PnPa(v));k = 0;
forall_parents(w,DAG_P)

P(++k)=w;

}else{
Pinit(1);
P(1)=0;

}

if (DAG_Q.nRa(v) > 0) {
Q.init(DAG_Q.nRa(v)); k = 0;
forall_parents(w,DAG_Q)
Q(++k)=w;
}else{
Q.init(1);
Q(1)=0;

return 0;

/]
// classnodeparents

/* constructos x/

nodeparents::nodparents(nodé d_a_graph<nodetype>& G) {
nodev;
int counter= 0;

Q=1;
Rinit(G.nPai));

forall_parents(y,G) {
counter++;
P(counter).F G(v).i;
Q x = P(counter).r= G(v).ri;

init_state();

}

/* getnumberof parentsstates:/
int nodeparents::getQ(} return Q; }

/* getnumberof parentss/
int nodeparents::getN(J return PgetN(); }

/* setinitial parentsstates/
void nodeparents::initstate(){
for (int i =1;i <= PgetN();i++)
P(i).s=1;

/* setlast parentsstates/
void nodeparents::lasstate(){
for (int i = 1;i <= PgetN();i++)
P(i).s= P(i).ri;

/* next parentsstatesx /
void nodeparentsoperator++() {
int aux=1;
do{
if (++P(aux).s> P(aux).ri)
P(aux++).s=1;
else
return;// «this;
} while(aux <= PgetN());
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return;// «this;

/x* returni-th statex/
nodeinfo& nodeparents:operator() (int i) { return P(i); }

/* setj-th parentsstate:/
nodeparentmodeparents::setjfit j) {
laststate();
for (int counter= 1; counter<=j ; counter++) {
int aux=1;
do{
if (++P(aux).s> P(aux).ri)
P(aux++).s= 1;
else
break;
} while(aux <= PgetN());

return «this;

}

/* getj-th parentsstatex /
int nodeparents::getj(}
int tot=P(1).s;
if (PgetN()> 0) {
for (int i = 2;i <= PgetN();i++) {

int fact=1;
for (int j = 1;j <= (i-1); j++) {
factx = P(j).ri;

}
tot += fact«(P(i).s- 1);

return tot;

//
// classall_nodes
// only usedfor calculatecross-entopy betweertwo bayesiametworks

/* constructos x/
all_nodes::allnodes(da_graph<nodetype> &DAG.P, d_agraph<nodetype>& DAG.Q) {
nodev;
// precondition:DAG_P & DAG_Q mustbe basedon the samenodevariables
N.init(DAG_P.getN());
Q=1;
forall_nodes(YDAG_P) {
N(v).init(v,DAG_RDAG_Q);
Q= N(V).ri;

}

/* setinitial stateof all nodesx/
void all_nodes::initstate(){
for(int i =1;i <= N.getN();i++)
N().s=1;

/* next statex/
void all_nodes:operator++() {
int aux=1,;
do{
if (++N(aux).s> N(aux).ri)
N(aux++).s=1;
else
return; //«this;
} while(aux <= N.getN());
return; // «this;

/* geti-th nodex/
nodemoreinfo& all_nodes:operator() (int i) { return N(i); }

/* getnumberof statesof all nodes:/
int all_nodes::getQ(] return Q; }

/* getj_th stateof parentsof nodev in graphQ =/
int all_nodes::getiQ(nodev) {
if(N(v).Q(1)> 0) {
int tot = N(N(v).Q(1)).s;
if (N(v).Q.getN()> 0) {
for (int i =2;i <= N(v).Q.getN();i++) {
int fact=1;
for (int j = 1;] <= (i-1); j++) {
factx = N(N(v).Q(j)).ri;

}
tot += fact«(N(N(v).Q(i)).s- 1);

return tot;

return1;
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/* getj_th stateof parentsof nodev in graphP x/
int all_nodes::getP(nodev) {
if (N(v).P(1)> 0) {
int tot= N(N(v).P(1)).s;
if (N(v).PgetN()> 0) {
for (int i = 2;i <= N(v).RgetN();i++) {
int fact=1;
for (int j = 1;j <= (i-1); j++) {
factx = N(N(v).P(j)).ri;

}
tot += fact(N(N(v).P(i)).s- 1);

return tot;

return 1;

}

A.3 Classeper la gestionedel databaseD

Il databaséi esempk implementatdramiteunaclassechecontieneunamatricedi interi. Questa
matricehacomeprimadimensionel numerodei campionie comesecondal numerodellevaria-
bili associat@llarete.La classametteadisposizionenetodiperinserireuncampionee faredelle
sempliciqueriesiiguardoal numerodei campioniin cui X; = x,k oppurein cui X = x}‘ ePg = pai'.
Questesononecessari@eril calcolodi N;jx nelleequazionil2 e 13.

Anchein questaclassee statorealizzatoun iteratoreper scandird’intero databaseAbbiamo
sceltodi dotaretuttele classidi opportuniiteratoriperrenderepiu leggibileil codice.Osserando
i somgenti ci si rendea conto come alcuni algoritmi risultanodi comprensiongiu immediata
grazieall’'uso dgjli iteratori, chesostituisconascuricicli for altrimentinecessarper compiere
le medesimeperazioni.

A.4 Funzioni ausiliarie

Sonostateimplementatelelle funzioni ausiliarie,unapergenerarenumericasualiedun altraper
calcolareil logaritmodellafunzionerl (x), utilizzatoperil calcolodi SCOREmsg) nell'equazione
13. Gli algoritmi utilizzati nei moduliMath.cc e Random.cc sonostatiispiratidaquelli presenti
neltestocitatonei somgenti.

Abbiamodecisodi implementarainanostraversionedel generatoreli numeripseudocasuali
per poteraveredelle condizionidi prova ripetibili. Ad esempio)'uso del nostrogeneratorger
perturbare grafi permette registrandoopportunamentd valoredell’idum, di ripeterela prior
networkcods generatan varierealizzaziondegli esperimenti.

/*
« Databaseh
* databaseclass
* () 1997E.Papalini & M.Piccini
o

#ifndef _Database
#define _Database

#include <iostream.h >
#include ”./Matrix.h
#include ”./Nodesh ”

#define forall_data(d,DB)\
for((d) = 1; (d) <= ((DB).getN());(d)++)
classdatabasg
private:
Matrix<int > DB;

public:
int init(int N, int n);
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int getN();
int getn();

int& operator() (int j, int k);

int query(nodeinfo& xi, nodeparents&Pai);
int query(nodeinfo& xi);

void insert{nt j, vector<int >& datum);
// void save();
// voidload();

#ifdef _DEBUG.
void detug.view();
#endif //_DEBUG.
i3

#endif // DataBase

+ Databaseh
+ methotdor databaseclass
* (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

5/
#include " ./Database.h

/= initialize databaseof N samplesandn variables: /
int database::inittit N, int n) { DB.init(N,n); return 0; }

/* getnumberof samplesN =/
int database::getNg) return DB.getN(); }

/* getnumberof variablesn x/
int database::getn{)return DB.getM(); }

/* get(ij) element:/
int& databaseaperator() (int j, int k) { return DB(j,k); }

/* queryfor numberof samplesvhere Xi = xi.s& Pai = Pai.s*/
int database::query(nodefo& xi, nodeparents&Pai) {
int I,s,rec=0;
forall_data(l,DB){
if (DB(l,xi.i) != xi.s) continue;
view_parentsstate(s, Bi)
if (DB(,Pai(s).i)!= Pai(s).s){ rec——; break; }
rec++;

returnrec;

}

/* queryfor numberof samplesvhere Xi = xi.sx/
int database::query(nodefo& xi) {
int l,rec=0;
forall_data(l,DB)
if (DB(l,xi.i) == xi.s) rec++;
return rec;

/x insertj-th samplex/
void database::inseitt j, vector<int >& datum){
if (datum.getN (== getn()){
for(int k = 1; k <= getn();k++)
DB(j,k) = datum(k);
return;

cout< "Error: sizes are not equal. \n";
exit(9);
}

#ifdef _DEBUG.
/* view databasex/
void database::defg view() {
if (getN()> 0 && getn()> 0) {
int j,k;
cout« - database
forall_data(j,DB){
coutg "\ndatum " <j<<" \t | ";
for(k =1; k <= getn();k++)
cout<« DB(jk) <" ";

cout< "\n";
}else{
cout« "Database is empty. \n";

}
#endif //_DEBUG.

/x
+* Random.h
+ randomnumbergeneator
* (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

*
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*/

#ifndef _Randomgenerator
#define _Randomgenerator

unsignedint rnd ();

unsignedint rnd (unsignedint N);
void randomizeunsignedint seed);
unsignedint getidum();

#endif // Randomgenemtor

/x
* Random.cc
+ randomnumbergenertor
# (€) 1997E.Papalini & M.Piccini
%

5/
#include ”./Random.h "
static unsignedint idum=0;

/* randomnumbergeneator /
unsignedint rnd () {
return (idum = 1664525« idum + 1013904223);

unsignedint rnd (unsignedint N) {
return (rnd() % N);
}

/* randomizer:/

void randomize(unsignedint seed){
idum = seed;

}

/* getcurrentidums/

unsignedint getidum() {
return idum;

}

* Math.h
* mathfunctions
# (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

o

#ifndef ~_Math_Functions
#define _Math Functions

#include <math.h >
float Ingammafloat x);
#endif // _Math_Functions

+ Math.cc
* mathfunctions
* (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

+/
#include "./Math.h "

/+log(gamma(x)}/
float Ingamma(float x) {
// basedupon
// NumericalRecipesn C
// alg. gammaln(6.1 Gamma,Betandrelatedfunctions214)
// 1992,Cambrige Press
doublea,b,c,d;
static double coef[6] = { 76.18009172947146,
-86.50532032941677,
24.01409824083091,
-1.231739572450155,
0.1208650973866179%¢-2,
-0.5395239384953e-F

b=a=x;

c=a+5.5;

c-=(a+0.5)x log(c);
d=1.000000000190015;

for (int i = 0;i < 6; i++) d += coef[i] /++b;
return -c + log(2.5066282746310005d / a);

27



A.5 Classeper la gestionedellereti di Bayes

La classeperla gestionedelle reti di Bayescontieneun puntatoread un oggettodatabasedun
grafo aciclico orientatonei cui nodi sonoregistrateinformazionidi tipo node _type , che,come
abbiamovisto, corrispondonaille tabelledi probabilitiassociatai nodi. Unadescrizionagrafica
di questaclassepuod esserevsseratain figura7, in cui I'ellisse tratteggiataattornoa d_a_graph
indicachequestae untemplatedi classe.

Vi

is referred by’ » s part of

N -

Figura7: Albero parzialedelle classidel progetto relativo alla classebayes net .

Oltre ametodidi serviziopercollegarsiadundatabasgink _database ), percancellarde ta-
belledi probabilita (del _prob _thls ) oppurelintera strutturadellarete(clear _net ), percopiare
unaretein un altro oggettodello stessdipo (overloaddell'operatore=), sonostateimplementate
le seguentiprocedure:

1. random _net(int  n,nt maxuri, float conn) chegeneraunaretecasualeaenten no-
di, con al piu max.ri stati associatia ciascunavariabile (la procedurascaglie a casoun
numerodi statida2 amaxri ) e conunaprobabilia cheesistaun arcofra un nodoed un
arcopari a conn. Il metodogeneraper prima cosauna strutturacasuale poi inizializza
le varie tabelledi probabili, che poi riempiein modocasuale.Alla fine del processde
tabellevengononormalizzate.

2. sample(int  n, database &db) chegeneran campionidellarete correntee li registra
neldatabaséb. Il meccanismali campionamentsi basasuunalgoritmoanalogoaquello
utilizzato per il controllo dell’aciclicita del grafo: viene fatto un ordinamentaopologico
dellaretea partiredanodi sogenti,passand@eri loro figli e successiamentedaifigli dei
figli e cos via. Ogni volta cheun nodovieneordinato,si generaunarealizzazionelella
variabilealeatoriacorrispondentéramiteil confrontodi un valorecasualeconle tabelledi
probabilia del nodo. L'ordinamentatopologicosene percampionare nodi conun ordine
chegarantiscali averetuttele informazionidei padridisponibili primadel campionamento
effettivo del nodocorrente.

3. strct  _noise(float prob _mod, float prob _add) che perturbala rete con unaproba-
bilita prob _mod per modificaregli archi esistentie prob _add peraggiungerenuovi archi.
La perturbazione soltantostrutturale.Dopo cheé avvenuta,le tabelledi probabilita ven-
gonomodificateper esseralimensionalmenteoerenticon la rete e ogni loro elementoe
annullato.

4. node _score(node xi) checalcolail valoredellafunzione SCORErelatvamentead un
uniconodo,utilizandola seguenteformula:
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Gi
SCORE(msg) z [Iogr ajj) —logl(aij+ Nij)

fi

+ > logl (atijk + Nijk) — log (aiji) (18)
k=1

La procedurareaun oggettotemporane@arents _node contenente datidelnodopassato
comeargomento.ln questomodo,tramiteil meccanismalegli iteratori,la formula 18 puo
esseremplementatanel modopresentatmei solgenti,a nostroavviso molto leggibile.

5. learn _net strct(int max iter)  cheapprendda strutturadella rete tramite la proce-
duraillustrata nella figura 2. Inizialmentevengonocalcolati per ogni nodoi valori di
SCORE(ms) e memorizzatiin un appositovettoredi n elementi. L’algoritmo entracod
neicicli di ricercain cui vengonascanditiperprimi gli archinonancorgpresentnellastrut-
tura: si valutail guadagnali SCOREottenibiledaun loro inserimento(se questoe possi-
bile, mantenenddaciclicita del grafo). Seil guadagna maggioredel massimoguadagno
trovatonellacorrenteiterazione si saha la mossa.l a stessgroceduravieneutilizzataper
ogni arco presenteyalutandoil guadagnalella cancellaziones dell’eventualeinversione
di verso. Alla fine del ciclo, se esisteunamossamigliore delle altre con un incremento
positivo del guadagnosi compie,aggiornandal piu gli SCORE relatwvi ai nodi pozzoe
somgentedel nuovo arco,sommanda@dessila partedel guadagnaelativa al nodoin esame.
Questaicercaiterativa e proseuitafino a chenonsi raggiungel massimonumerodi ite-
razionimax.ter oppurefino a chenonesistepiu un’ulterioremossaa guadagn@ositivo.
Unavolta appresda strutturae tabelledi probabilita relative a ciascumodovengonarese
compatibiliconla nuovarete.

6. learn _prob _thls() cheapprendde tabelledi probabilita associatedi nodidi unaparti-
colarestrutturadi rete. Taleapprendimentavvieneutilizzandola formula12, calcolataper
ognirigadi ciascundabella(checorrispondead unadataconfigurazionelei padridelnodo
in esame)in mododacomputarerimail numeratores poi normalizzarduttalarigaconla
sommadi tutti i numeratori.

La classesi concludeconduefunzionifriend  definitepervalutarela bont dellereti ricono-
sciutenel casodi apprendimentala databas® simulati. Questeaccettan@ntramben ingresso
dueoggettibayes _net ecalcolanda differenzastrutturalg(structural ~ _difference ) elacross-
entropia(cross _entropy ). Percalcolarela differenzastrutturale,viene computatgper ciascun
nodola differenzasimmetrica,contandal numerodei nodi padridel nodocorrentenellareteQ
chenonlo eranonellarete P e sommandolal numerodei padri del nodocorrentenallarete P
chenonlo sonopiu nellareteQ. La sommadi tutte le differenzesimmetricherestituscequella
strutturalefrai grafi.

Il calcolo della cross-entropiasi basainvece sulla sgguenteformula, che rappresentaina
riscritturadella16.
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ri

ki=1 kn—liu |—! p(X = X:(i | Paj — pai]Q,mQ)

(19)

In sostanzaengonovagliatetuttele possibiliconfigurazionchei nodidellareteposson@ssume-
re e perciascunasi calcolal’addendocorrispondentéellaformula, utilizzandoun oggettodi tipo
all _nodes perimplementarén modotrasparentéoperazionedi ricercadellaconfigurazionehe

i nodipadriassumonmelleduereti (rispetti/atmentepaiJP epaiJQ) perognivariabile.

Si osserviche e statoimplementataun metododebug view , del tutto provvisorio, cheresti-
tuisceil formatodellarete(strutturae tabelledi probabili&a) sul video. Esempidel suofunziona-
mentopossoncesseraenssenrati nell’output presentenellasezione’/. Questometodo,cometutti
gli altri denominatidebug , puo essereesclusan fasedi compilazionenondefinendda variabile
di preprocessoreDEBUG.

/x
« BayesNet.h

+ bayesiametworkclass

# (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

o

#ifndef _BayesianNetwork
#define _BayesianNetwork

#include <iostream.h >
#include ”./Vector.h
#include ”./Matrix.h
#include "./C _Queue.h”
#include "./D _A_Graph.h "
#include "./Nodesh ”
#include " ./Database.h "
#include "./Math.h "
#include "./Random.h ”

classbayesnet{
private:
d_a.graph<nodetype> DAG;
databaseData;

void delprob.tbls();
float nodescore(nodexi); // DirichletBayesiarscore
// hp: alphaijk = alpha/ qi/ ri

public:
float alpha;// equivalentsamplesize

#ifdef _DEBUG.
void detug_ viewer(int op); //DEBUG
#endif //_DEBUG.

#ifdef _PROOF.
void init();
#endif // PROOF_

void clearnet();

// void load(#filex/); notimplementeget

// void save(#filex/); notimplementeget

void randomnet(nt n, int maxtri = 5, float conn=0.5);
void sampleint n, databas&db);

void strctnoisefloat prob.mod, float prob.add);

void learnnetstrct(nt maxiter);

void learnproh.tbls();

void link _database(databa&elb);
bayesnetoperator=(bayesnet&Obj);
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friend int structuraldifference(bayeset&Prior, bayesnet&Post);
friend float crossentropy(bayesnet&Prior, bayesnet&Post);

h
#endif // _BayesianNetwork

/x
* BayesNet.cc
+ geneml methoddor bayesiametworks
# (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

*/
#include "./Bayes _Neth "

/* genermtea randomnetwork:/
void bayesnet::randomnet(nt n, int maxri = 5, float conn=0.5) {
edgee;
nodev;
// randomnetworkstructure
DAG.init(n);
forall_missingedges(e,BG) {
float prob=rnd(1000) 1000.0;
if (prob <= conn)
if(md(2)==1)
DAG.ag/clic_setedge(e.s,e.t);
else
DAG.ag/clic_setedge(e.t,e.s);

// randomnumberof statesfor variables
forall_nodes(YDAG) {

DAG(v).i=v;

DAG(V).ri = rnd(maxri - 1) + 2;

}
// randomprobability tables
forall_nodes(YDAG) {
nodew;
intqi=1;

if(DAG.nRa(v) > 0)
forall_parents(w,DAG)
qi * = DAG(W).ri;
DAG(V).Rinit(qi,DAG(V).ri);

for (int j = 1;j <=qi; j++) {
float tot = 0;
for (int k =1,k <= DAG(v).i; k++)
tot += DAG(v).P(j,k)= (rnd(10)+1);
for (int k = 1; k <= DAG(V).ri; k++)
DAG(v).P(j,k)/= tot;

}
}

/* samplethe network: putn samplesn database'db” s/
void bayesnet::sampleifit n, databas&db) {
vectoint > nParents;
c.queuecint> orphans;
vectoint > sample;

nodev, w;

link_database(db);

nParents.init(CAG.getN());

orphans.init(AG.getN());

sample.init(DAG.getN());

Data—init(n,DAG.getN());// initialize DB

for (int counter= 1; counter<= n; counter++) {

//basedupon
// A.B.Kahn,Topolagical Sortingof Large Networks,
// Communicationsfthe ACM, vol.5,558-562,1962

// precondition:N > 1
nParents.set(0);
sample.set(0);
orphans.init();

forall_nodes(\DAG)
if ((nParents(v)= DAG.nRa(v)) == 0) orphans.push(v);

while (lorphans.empty()f
intj=1,
float cumprob=0;
float prob=rnd(1000)/ 1000.0;

v = orphans.pop();
/x samplings/
if (DAG.nRa(v) > 0) { // parentsconfiguation alreadysampled
nodeparentsPav(v,DAG);
for(int s=1; s <= Pav.getN();s++)
Pav(s).s= sample(Rv(s).i);
j = Pav.getj();
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for(int k = 1; k <= DAG(v).ri; k++) // getcurrentvariablesample
if (prob <= (cumprob+= DAG(Vv).P(j,k))){ sample(v)=k; break; }

forall_children(wv,DAG)
if (——nRarents(w)== 0) orphans.push(w);

Data—insert(countesamplg; // inserta nev datum

}
}

/ link an existingdatabase«/
void bayesnet::link database(databa&elb) { Data= &db; }

/* copyopemtor s/
bayesnetbayesnet:operator=(bayesnet&Obj) {
if (Obj.DAG.getN()> 1) {
nodev;
edgee;

Data= Obj.Data;// copypntto DataBase
DAG.init(Obj.DAG.getN());// init graph
forall_edges(e,Obj.BG) // copygraphedges
DAG.setedge(e);
forall_nodes(yObj.DAG) { // copygraphnodes
DAG(v).i = Obj.DAG(V).i;
DAG(V).ri= Obj.DAG(V).ri;
DAG(v).PRinit(Obj.DAG(v).PgetN(),Obj.DAG(v).PgetM()); // copyprob.
for(int i =1;i <= DAG(v).RgetN();i++)
for(int j = 1; j <= DAG(v).RgetM();j++)
DAG(v).P(i,j)= Obj.DAG(V).P(i,j);

return xthis;

cout< "Error: Object not inizialized. \n";
exit(1);

}

/* noiseperturbationof currentnetstructure « /
void bayesnet::strctnoisefloat prob.mod,float prob.add){
// prob_mod: probability of changingan edge
// prob_add: probability of addinganedge
float prob;
edgee;
bayesnetaux;

aux= this;
forall_edges(e,aux.BG) { // noiseon edgesalreadypresent
prob=rnd(1000)/ 1000.0;
if (prob <= prob.mod)
if (md(2)==1)
DAG.deledge(e);
else
DAG.ag/clic_setedge(e.t.e.s);

forall_missingedges(e,BG) { // insertnew edges
prob=rnd(1000)/ 1000.0;
if (prob <= prob.add)
if (rd(2)==1)
DAG.ag/clic_setedge(e.s,e.t);
else
DAG.ag/clic_setedge(e.t,e.s);

¥
del_prob.tbls();

/* deleteprobability tabelsx /
void bayesnet::delproh.tbls() {
int qi;
nodev,w;

forall_nodes(YDAG) {
DAG(Vv).i=v;
gi=1;
if(DAG.nRa(v) > 0)

forall_parents(w,DAG)
qi * = DAG(W).ri;

DAG(v).PRinit(qi,DAG(v).ri);
DAG(v).Pset(0);

i

}

/x clearall edgesx/

void bayesnet::cleamnet() {
nodev;
edgee;

forall_nodes(YDAG) {
DAG(v).i=v;
forall_edges(e,BG) // clearall edges
DAG.deledge(e);
DAG(v).PRinit(1,DAG(v).ri);
DAG(v).Pset(0);
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#ifdef _DEBUG.
/* view networkstructule & probability tables:/
void bayesnet::delug viewer(nt op) {

if (DAG.getN()> 0) {

nodev;

edgee;

cout<« "# Nodes : " < DAG.getN()< "\n";

cout< "\n- edeges list — --e--eeeeee B I | 1

forall_edges(e,BG)
coutg es<” > " <etg"\n";
if(op==0)return;
cout< "\n- nodes tables ----------ee- e e -\
forall_nodes(YDAG) {
if (DAG.nRa(v)!=0) {
nodeparentsPav(v,DAG);
intj,s;
cout< "«Node " < DAG(V).i;

coutg " with " < DAG(v).ri<" states & " < DAG(v).PgetN()< " parents config. \n";

view_parentsstate(s,&v)
cout« Pav(s).i<" ";
cout< | "}
for(int k = 1; k <= DAG(v).ri; k++)
cout< k<" "}
cout< "\n";
for(int k = 1; k <= (9«xDAG(V).ri+2«DAG.nRa(v)+1);k++)
coutg " ;
cout< "\n";
forall_parentsstates(j,@v) {
view_parentsstate(s,Bv)
cout<k Pav(s).s< " ";
cout< "| "}
cout.setf(ios::shepoint| ios::fixed);
for(int k = 1; k <= DAG(V).fi; k++)
cout< DAG(v).P(G.K) <" *;
cout< "\n";
cout.unsetf(ios::shapoint| ios::fixed);

}
} else{

cout< "«Node " <« DAG(v).i;

cout< " with " <« DAG(v).ri< " states \n";

for(int k = 1; k <= DAG(v).ri; k++)
cout« k" "

cout< "\n";

for(int k = 1; k <= (9%DAG(v).ri+1); k++)
cout " ;

cout< "\n";

cout.setf(ios::shepoint| ios::fixed);

for(int k = 1; k <= DAG(v).ri; k++)
cout< DAG(V).P(L, k)< " ";

cout< "\n";

cout.unsetf(ios::shapoint| ios::fixed);

}
}
}else{
cout« "Bayesian  Network is empty. \n";
}
}
#endif //_DEBUG
#ifdef _PROOF.

/* College PlansBN initialization =/
void bayesnet::init() {

DAG.init(5);
DAG(1).i=1;
DAG(1).ri=2;
DAG(2).i=2;
DAG(2).
DAG(3).
DAG(3). ;
DAG(4).i=4;
DAG(4).ri=2;
DAG(5).i=5;
DAG(5).ri=2;

}
#endif //_-PROOF.

/x
* DB_scoe.cc
x generl methoddor calculatingscore on bayesiametworks
x (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

*/
#include "./Bayes _Neth ”
/* calculatebayesian-diritiletscore x /
float bayesnet::nodescore(noder) {
float tot=0;
nodeinfo xi;

Xii=v;
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xi.ri = DAG(V).ri;
xi.s=0;

if(DAG.nRa(xi.i) > 0) { // xi hassomeparents
int j,Nij,Nijk;
nodeparentsPai(xi.i,DAG);

forall_parentsstates(j, i) {
Nij =0;
forall_nodestates(xi.s,xi)
Nij += Nijk = Data—query(xi,Rai);
tot += Ingamma(alphd Pai.getQ()/ xi.ri + Nijk) -
Ingamma(alphg Pai.getQ()/ xi.ri);

}
tot += Ingamma(alphg Pai.getQ())-
Ingamma(alphd Pai.getQ()+ Nij);

}
} else{ // xi hasnt any parent
int Nik, Ni;

Ni =0;
forall_nodestates(xi.s,xi)
Ni += Nik = Data—query(xi);
tot += Ingamma(alphd xi.ri + Nik) - Ingamma(alphd xi.ri);

tot += Ingamma(alpha) Ingamma(alpha Ni);

return tot;

}

/* learn probability tablesusingdirichletapproch =/
void bayesnet::learnprob.tbls() {
nodev;
forall_nodes(YDAG) {
nodeinfo xi;

Xii=v;
xi.ri = DAG(v).ri;
xi.s=0;

#ifdef _DEBUG.
cout< " Learning prob. tables for node " < v<"\n";
#endif //_-DEBUG.

if(DAG.nRa(xi.i) > 0) { // xi hassomeparents
int j,Nij,Nijk;
nodeparentsPai(xi.i, DAG);

forall_parentsstates(j, i) {
Nij = 0;
forall_nodestates(xi.s,xi)
Nij += Nijk = Data—query(xi,Rai);
DAG(v).P(j,xi.s)= Nijk +alpha/ Pai.getQ()/ DAG(v).ri;

forall_nodestates(xi.s,xiY // normalization
DAG(v).P(j,xi.s)/= (Nij + alpha/ Pai.getQ());

}
} else{ // xi hasnt anyparent
int Nik, Ni;

Ni=0;

forall_nodestates(xi.s,xi)
Ni += Nik = Data—query(xi);
DAG(v).P(1,xi.s)= Nik + alpha/ DAG(v).ri;

forall_nodestates(xi.s,xif // normalization
DAG(v).P(1,xi.sy= (Ni + alpha);

= Hill .Climbingcc
+ methodor structural seach (bayesiametworks)
% (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

*

5/
#include "./Bayes _Neth ”

void bayesnet::learnnetstrct(nt maxiter) {
int counter;
nodev;
edgee, new_edge;
enum {null = 0, add,inv, del} bestmove;
float tot, delta,max delta;
float deltas, deltat, maxdeltas, maxdeltat;
vector float> currentscore;

currentscore.init(DAG.getN());

// initialize structures
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forall_nodes(\DAG)
currentscore(v)= nodescore(V);

// iteration
for (counter= 1; counter<= maxiter; counter++)

#ifdef _DEBUG.
coutk " " < counter< "A search iteration:" ; // DEBUG
cout.setf(ios::shepoint| ios::fixed | ios::unittuf); // DEBUG
tot=0; // DEGUB
forall_nodes(YDAG) // DEBUG
tot += currentscore(v);// DEBUG
cout< " current score = " < tot; // DEBUG
#endif //_DEBUG.

maxdelta= maxdeltas=maxdeltat = 0.0;
nev_edge.s= 0; new_edge.t= 0;
bestmove = null;
// scoeall posssiblesinglechange
forall_missingedges(e,BG) {
// insertedge: eset=>es-> et
if(DAG.agclic_setedge(e.s,e.t))
delta= nodescore(e.ty currentscore(e.t);
if (delta> max.delta){
maxdelta= delta;
new_edge.s= e.s;new_edge.t=e.t;
bestmove = add;

}
DAG.deledge(e.s,e.t);

// insertedee: eset=> es<-et
if(DAG.ag/clic_setedge(e.t,e.s))
delta= nodescore(e.s) currentscore(e.s);
if (delta> max.delta){
maxdelta= delta;
nev_edge.s= e.t;new_edge.tE e.s;
bestmove = add;

}
DAG.deledge(e.t,e.s);

}
forall_edges(e,BG) {
// deleteedge: es-> et=> eset
DAG.deledge(e.s,e.t);
delta= nodescore(e.t} currentscore(e.t);
if (delta> maxdelta){
maxdelta= delta;
new_edge.s= e.s;new_edge.te.t;
bestmove = del;

DAG.setedge(e.s,e.t);
// revertedee: es-> et=>es<-et
if(DAG.ag/clic_setedge(e.t,e.s))
deltas = nodescore(e.t} currentscore(e.t);
deltat = nodescore(e.s) currentscore(e.s);
delta= deltas + deltat;
if (delta> maxdelta){
maxdelta= delta;
maxdeltas = deltas; maxdeltat = deltat;
new_edge.s= e.t;new_edge.t=e.s;
bestmove = inv;

}
DAG.setedge(e.s,e.t);

}
}

if (maxdelta> 0) { //performbestchange & updatecurrentscoe

#ifdef _DEBUG.
coutg " + " <« maxdelta;// DEBUG
cout.unsetf(ios::shapoint| ios::fixed | ios::unittuf); // DEBUG
#endif //_.DEBUG.

switch(bestmove) {
caseadd:
DAG.setedge(nev_edge);
currentscore(ne/—edge.ty-= maxdelta;

#ifdef _DEBUG_
cout« " (add: " < newedges<" -> " < newedge.tg" )\n";// DEBUG
#endif //_-DEBUG.

break;

caseinv:
DAG.setedge(nev_edge);
currentscore(ne/_edge.s)= maxdeltas;
currentscore(nev/_edge.tyt= maxdeltat;

#ifdef _DEBUG.
coutg " (rev: " < newedge.s<" -> " « newedget« " )\n"; // DEBUG
#endif //_-DEBUG.

break;
casedel:
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DAG.deledge(nev_edge);
currentscore(ne/_edge.ti= maxdelta;

#ifdef _DEBUG.
cout< " (del: " < newedge.s<" -X " < newedge.t<" )\n";// DEBUG
#endif //_-DEBUG.

break;

default:
cout< "Error: Undef. move. \n";
exit(10);

} else{

#ifdef _DEBUG.
cout.unsetf(ios::shapoint| ios::fixed | ios::unittuf); // DEBUG
cout< " No better changes. \n"; // DEBUG

#endif //_DEBUG.

break;
}

}
#ifdef _DEBUG.
if (counter> max.iter)
cout< " Max iteration reached. \n";
#endif //_-DEBUG.
del_prob.tbls();

/x
* Measues.cc
+ methoddor resultsevaluation
# (€) 1997E.Papalini & M.Piccini
5/
#include ”./Bayes _Neth ”

/* computestructural differencebetweertwo bayesiametworkson X x /
int structuraldifference(bayeset&Prior, bayesnet&Post) {
nodev,s,t;
int c,tot=0;

forall_nodes(yPost.DAG) {
if (Post.DAG.nRa(v) != 0 && Prior.DAG.nRa(v)!= 0) {
nodeparentsPai(v,Post.DAG), Prior_Pai(v,Prior DAG);

view_parentsstate(s, i) {
// countparentsof v which weren't its parentsin Prior (1)
c=1,
view_parentsstate(t,PriotPai)
if (Pai(s).i==Prior_Pai(t).i) { c=0; break; }
tot+=c;

view_parentsstate(s,PriaPai) {
// countparentsof vin Prior which aren't its parentsnow(2)
c=1;
view_parentsstate(t,Ri)
if (Prior_Pai(s).i==Pai(t).i) { c=0; break; }
tot+=c;

} else{
if (Post.DAG.nRa(v) != 0) tot += Post.DAG.nRa(v);
if (PriorDAG.nRa(v)!= 0) tot += Prior DAG.nRa(v);

}

}
returntot; // (1) + (2) forall nodes

}

/* computecrossentiopy betweertwo bayesiametworkson X s/
float crossentropy(bayesnet&Prior, bayesnet&Post) {

int dummy;

nodev;

all_nodesaux-nodes(PriaDAG,Post.[AG);

float totP, totQ, tot = 0.0;

forall_nodesstates(dummygpuxnodes){
totP=totQ=1;
forall_nodes(yPost.DAG) {
totPx = (Prior.DAG(v).P(auxnodes.getP(v),auxnodes(v).s));
totQ x = (Post.DAG(v).P(auxnodes.getQ(v),auxnodes(v).s));
}
tot += (totP = (log(totP)- log(totQ)));

return tot;
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A.6 Esempidi funzioni main()

Perconcluderda nostrapresentaziondell'implementazionegccodueesempdi funzionimain()
Il primo implementaun semplicecomandan lineaa cui possoncesserdorniti diversiparametri
e chedacomerisultatol'output a video della proceduradi apprendimentali unarete simulata.

Un esempioleggermentenodificato,si trova nellaseziones.

Il secondccaricail databaseli Sevell e Shahedattual’apprendimenta partiredaunaprior

networkvuota. Nellasezione/ vi e riportatoil suooutput.

% Test.cc
= mainfor evaluationon simulatedbayesiametworks
% (€) 1997E.Papalini & M.Piccini

o/

#include <stdibh >
#include <iostream.h >
#include "./Bayes _Neth "

int main(nt amgyc, char = argv[]) {

unsignedint lastidum;
bayesnetgold_net,net;
databassamples;

if (agc==2) {
cout< "USAGE: <# nodes> <# max states > <conn. prob. > \\\n";
cout« " <# samples > \\\n";

cout& " <noise mod. prob. > <noise add prob. > (<0> <0> for empty prior network)

cout<« " <eg. sample size > \\\n";
cout« " <# max of iterations > \n";

return 0;
}
cout< "\n\n+ net initialize 0 L s o2 o o e AL
if (amgc > 3)
gold.net.randormet(atoi(agv[1]), atoi(agv(2]), atof(agv(3]));
else

gold_net.randomnet(5,4, 0.5);

lastidum = getidum();
if (argc > 4)

gold_net.sample(atoi(gwv[4]), samples);
else

gold_net.sample(500&Gamples);

net=gold-net;
randomize(lastdum);

if (amgc > 6)
if (atof(agv[5]) ==0.0&& atof(agv[6]) ==0.0)
net.cleamet();
else
net.strctnoise(atof(agv[5]), atof(agv[6]));
else

net.strctnoise(0.2,0.3);

if (argc> 7)

net.alphas atof(agv[7]);
else

net.alpha= 8.0;

cout< " \nGOLD NETWORKn" ;

goldnet.delng viewer(1);

cout< "\nPRIOR NETWORKn";

net.delig.viewer(0);

cout< "\n PRIOR NETWORK:s GOLDNETWORH";

coutg " structural-dif ference measure: " « structuraldifference(goldnet,net)k "\n";

coUt< "\N\N+ leaming  +-+-+++++++++tttttt bbb b b

cout« - structure  -\n";
if (amgc > 8)
net.learnnetstrct(atoi(agv[8]));
else
net.learnnetstrct(10);

cout« "- prob.  tables -\n";
net.learnproh.tbls();

COUL "\M\N+ TESUIS  +-++++++++++++++++t+t -ttt 0"

cout< "\n LEARNEDNETWORKn";
net.delig.viewer(1);
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cout< "\n LEARNEDNETWORKs GOLDNETWOR{";

cout< " structural-dif ference measure: " <« structuraldifference(goldnet,nety« "\n";
cout< " cross-entropy measure: " < crossentrogy(gold_net,net)< " \n";

}

/x

= Test.cc

+ mainfor evaluationon "Colle ge Plans” database
% () 1997E.Papalini & M.Piccini

o

#include <iostream.h >
#include <fstreamh >
#include "./Bayes _Neth "

int main(){
bayesnetnet;
int number=0;
int firstj = 1;
vectorint > datum;
databas€ollegePlans;
ifstreamin("MyTable.txt" );

datum.init(5);
CollegePlans.init(10416,5);

cout< "\n\n+ reading  database -4+ttt bbbt
cout< "\n College Plans \n";
cout< " Sewall & Shah, (c) 1968 The University of Chicago. \n";
for(int sex = 1; sex <= 2; sex++)
for(int ses= 1; ses<= 4; ses++)
for(int iq = 1;iq <= 4;iq++)
for(int pe=1; pe<=2; pe++)
for(int cp=1; cp <= 2; cp++) {
in > number;
datum(1)= sex;
datum(2)= ses;
datum(3)=iq;
datum(4)= pe;
datum(5)=cp;
for(int j = firstj; j < (firstj + number);j++)
CollegePlans.insert(j,datum);
firstj += number;

in.close();

net.init();

net.cleamet();

net.link database(CollgePlans);

net.alphas 8.0;

cout< "\n\N+ leaming 4+ttt N

cout« - structure  -\n";
net.learnnetstrct(40);

cout< "- prob. tables -\n";
net.learnproh.tbls();

cout< "\n\n+ results F+++++++++ D
cout< "\n LEARNEDNETWORKn";

net.delig.viewer(1);

return 0;
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B Notazione
le 7xn

P
Mg

p(Xi | Paj,Ms, Tms)
Pa

Dir (6ij,aij1, ...,

Variabili aleatorieoppurei loro nodi corrispondentin una
retedi Bayes.

Insiemedi variabili oppureinsiemedi nodi.
VariabilealeatoriaX; cheassumdo statoxij.

La variabilealeatoriacherappresentéincertezzasul modello.
Un particolaremodellorealizzazzionali M.

La variabilealeatoriacherappresentdincertezzasui parametri
delmodellom.

Un particolareinsiemedi parametrrealizzazioneli T,.
Databaseli esempi.

|-esimocasoall'interno del databas®.

Numerodi esempin un databas®.

Probabili.cheX = x quandce notocheY =y edil restonone
rilevante.Attenzione:lo stess@imboloe ancheusatoperdescrere
densitidi probabilita pervaribili continuee distribuzionidi
probabilifa.

Unastrutturadi unaretedi Bayescorrispondentadun grafo
direttoaciclico.

Un insiemedi distribuzionilocali di probabilitassociate

ai nodidi unaretedi Bayes.

Modello descrittodallastrutturaSdellaretedi Bayes.
Distribuzionelocaleassociatal nodoX; dellaretedi Bayes.
Le variabili o i nodichecorrispondonai padridi X; nella
retedi Bayes.

Unaconfigurazionalelle variabili Pa;.

Numerodi statidellavariabilealeatoriadiscretaX;.

Numerodi configuraziondelle variabili aleatoriediscretePa;.
Numerodi nodiin unaretedi Bayes.

Il parametradelladistribuzionemultinomialecorrispondentalla

probabilita p(X, = X | Pa; = pa/).

= {6ij1,..., Bijr, }
- {91, ...,en}.

=[5’ x"~edx funzionegammadi Eulero.
Dimensionedi un campionesquialente.
Distribuzionedi Dirichlet.
Iperparametrdelladistribuzionedi dirichlet corrispondenta 6; j.
= %I 1 Gijk
Numerodi campioniin D tali cheX; = x,!‘ e Pa = pag;.
= Y11 Nijke
Differenzasimmetricafrai padridi X; in duedifferentireti di Bayes.
Differenzastrutturalefra duereti di Bayes.
Numerodi elementidell'insiemeA.
Cross-entropidra le tabelledi probabilia associatealle
reti di BayesP e Q.
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