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Sommario

Le reti di Bayessonomodelli grafici di probabilit̀a in cui i nodi rappresentanovariabili
aleatoriee gli archi le dipendenzecausalifra variabili. Questarelazionedescrive comeap-
prenderela strutturagraficae la distribuzionedi probabilit̀a connessealla retea partiredaun
databasedi realizzazionidellevariabili. Vienepresentataunatecnicabasatasuduepassi:nel
primo passovieneappresala strutturaselezionandoil modellograficochemassimizzauna
appropriatafunzionedi costo,nel secondovengonoappresele tabelledi probabilit̀a associa-
te a ciascunnodotramiteun approccioBayesiano.Sonoillustrati i fondamentiteorici della
metodologiae i risultati ottenutiapplicandolaa databaseprovenientisiadaprocessisimulati
echereali.

1 Intr oduzionealla stima bayesiana

Supponiamodi avere un insiemedi variabili aleatorieX � � X1 ��������� Xn � ed un insiemedi loro
realizzazioniD � � x1 ��������� xN � , dettodatabasedi esempi.Supponiamochesiaignotoil modellom
chedescrivetaleinsiemedi variabili esiaignotala distribuzionedi probabilit̀acongiuntadi questo
insieme.Denotiamoquestadistribuzionecon p � X � θm � m 	 , dove θm rappresentai parametridel
modellom. Il problemadarisolvereèquellodi stimarela distribuzione,notoil databaseD �

L’approcciobayesianoper risolvere il problemadi stima propostoprevededi definire una
variabilealeatoriadiscretaM i cui statisonoi possibilim, checodifical’incertezzasullastruttura
delmodellotramitela distribuzionedi probabilit̀aapiori p � M � m 	 . Inoltre,perognimodellom
vienedefinitaunavariabilealeatoriacontinuaTm checodificai possibilivalori chesuoiparametri
possonoassumere,conun incertezzaapriori datadalladensit̀adi probabilit̀a p � Tm

� θm � m 	 .
Dato un databasedi esempiD, il teoremadi Bayespermettedi calcolarele distribuzioni a

posterioriperle duevariabili aleatorieM eTm:

p � m � D 	 � p � m 	 p � D � m 	
∑̄
m

p � m̄ 	 p � D � m̄ 	 (1)

1



p � θm � m � D 	 � p � θm � m 	 p � D � θm � m 	

p � θm � m 	 p � D � θm � m 	 dθm

(2)

Dopoaversceltounadistribuzioneapriori perX, condizionataal modelloedai suoiparametri
p � x � θm � m 	 , la stimadelladistribuzioneaposteriorip � D � m 	 si trovacalcolandoil valoreatteso
delprior rispettop � m � D 	 e p � θm � D � m 	 :

p � x � D 	 � ∑
m

p � m � D 	 
 p � x � θm � m 	 p � θm � D � m 	 dθm (3)

Purtroppoquestoapprocciobayesianopuro non può essereapplicatoquandoil numerodei
possibilimodelli rendeil calcolodellasommatoriaintrattabile.Ancheil casodell’apprendimento
delle reti bayesianefa partedi questacategoria. Si aggirail problemafacendol’ipotesi che la
distribuzionep � m � D 	 sia localizzataattornoad un particolaremodellom̂. In questocaso,una
voltaselezionatom̂, la stimadelladistribuzioneaposterioridi X si riducea:

p � x � D � m̂ 	 � 
 p � x � θm̂ � m̂ 	 p � θm̂ � D � m̂ 	 dθm̂ (4)

Perselezionarêm si introduceunafunzionecheapplicataadun modellorestituiscaun “pun-
teggio” chesia tantopiù alto quantoil modello è più prossimoa m̂. È naturaleutilizzareuna
funzioneSCORE� m 	 derivatada p � m � D 	 , ad esempioil suo logaritmo, cheper il teoremadi
Bayespuò esseremessoin relazioneconil prior sulmodelloesuidati:

SCORE� m 	 � logp � m � D 	� logp � m 	�� logp � D � m 	�
 logp � D 	� logp � D � m 	 (5)

L’approssimazionecompiutaderiva dal fatto chelogp � D 	 è unacostantee cheil prior sul mo-
dello logp � m 	 può anch’essoesseresuppostocostantese si fa l’ipotesi che ogni modello sia
equiprobabile(completaignoranzaapriori sulmodello).

Riassumendo,il problemadella stimadella distribuzionedi probabilit̀a congiuntadi X può
essereaffrontatograziealla seguenteprocedura:

Proceduradi stima della distrib uzionedi probabilit à congiuntadi X.

passo0: scegliereopportunamentele distribuzioni apriori perX eperi parametri,

passo1: trovare, tramite un opportunoalgoritmo di ricerca, il modello m̂ che massimizza
SCORE� m � ,

passo2: calcolarela distribuzionea posteriori p � x � D � m̂ � utilizzandol’approcciobayesiano
descritto.

2 Intr oduzionealle reti di Bayes

Unaretebayesianàe un modellograficochecodificala distribuzionecongiuntadi probabilit̀a di
un insiemedi variabili aleatorieX � � X1 ��������� Xn � . Questaconsistein
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1. ungrafodirettoaciclicoS(dettostruttura) in cui ogninodoèassociatoadun’unicavariabile
aleatoriaXi eogniarcorappresentala dipendenzacondizionalefra i nodi cheunisce,

2. un insiemeP di distribuzionilocali di probabilità, ciascunaassociataadunavariabilealea-
toriaXi econdizionatadallevariabili corrispondentiai nodisorgentidegli archientrantinel
nodoacui è associataXi .

Pai1
isPa

Pai2

Xi

Xi

Padri di

Figura1: Schemadellarelazionefra un nodoedi padri in unagenericaretebayesiana.

La mancanzadi un arcofra duenodi riflette la loro indipendenzacondizionale.Al contrario,la
presenzadi un arcodal nodoXi al nodoXj può essereinterpretatacomeil fattocheXi siacausa
direttadi Xj .

DataunastrutturaSe le distribuzioni locali di probabilit̀adi ciascunnodop � Xi � Pai 	 , ovePai

rappresental’insiemedeinodipadridi Xi , la probabilit̀adi distribuzionecongiuntap � X 	 si ottiene
da

p � X 	 � n

∏
i � 1

p � Xi � Pai 	 (6)

edèevidentecomela coppia(S,P) codifichi in modounivoco p � X 	 .
3 Apprendimentodi reti bayesiane

Perutilizzarela reti di Bayescomemodellonel sensovisto nellasezione1, dobbiamo

1. associaread ogni realizzazionedella variabileM unastrutturaS della retecostruitasull’
insiemedi variabili aleatorieXi , scrivendoM � mS,

2. associaread ogni distribuzione locale di probabilit̀a un numerofinito di parametriche
la descrivono, denominatiθi , che tutti assiemeformano i parametridel modello, θS

��
θ1 ��������� θn � .

In questomodol’equazione6 può essereriscrittacondizionandolaal modelloedai parametri:

p � X � TS � MS	 � n

∏
i � 1

p � Xi � Pai � T i � MS	 (7)

Per applicarela metodologiaillustrata nella sezione1, debbonoesserecalcolatele distri-
buzioni p � D � mS	 per poter implementarel’algoritmo di massimizzazionedi SCORE� mS	 e
p � x � D � mS	 perpoterstimarela distribuzionedi X. Il loro calcolopuò essercompiutoin forma
chiusaapplicandole seguentiipotesisullaretebayesiana.
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hp1. OgnivariabileXi èdiscreta(può assumeregli statixk
i , conk � 1 ��������� r i) e la suadistribuzione

localedi probabilit̀a è unacollezionedi distribuzionimultinomiali, unaperogni statopa j
i

dellevariabili padri( j � 1 ��������� qi conqi
� ∏Xs � Pai

rs):

p � xk
i � pa j

i � θi � mi 	 � θi jk � 0 (8)

tale che∑r i
k � 1θi jk

� 1 � i � j. Definiamoancheduevettori di parametriθi j
� � θi jk � r i

k � 1 e
θi
� � θi j � qi

j � 1 persemplificarela notazione.

hp2. I parametriθi j sonomutuamenteindipendenti. Ciò comporta,comeillustrato in [SL-90]
cheil problemadivieneseparabilenelsensoespressodallaseguenteequazione:

p � θS � mS	 � n

∏
i � 1

qi

∏
j � 1

p � θi j � mS	 (9)

hp3. Ogni insiemedi parametriθi j hacomedistribuzionela coniugatadelladistribuzionedella
variabileXi corrispondente.In questocasoè la distribuzionedi Dirchlet:

p � θi j � mS	 � Γ � αi j 	
r i

∏
k � 1

Γ � αi jk 	
r i

∏
k � 1

θαi jk � 1
i jk

� Dir � θi j � αi j1 ��������� αi jr i 	 (10)

ovegli αi jk sonogli iperparametridelladistribuzionedi Dirichlet, tali che
αi jk � 0 � i � j � k echeαi j

� ∑r i
k � 1αi jk.

Sononecessarieanchedelleipotesisul databasedi esempiD:

hp4. D ècompleto, quindinonci sonoosservazionimancanti.

hp5. Il campioneD deve essereestrattodaun fenomenoil cui modelloè unastrutturaSdi una
retedi Bayes.

Sottoquesteipotesiin [CH-92] sonoriportati i seguentirisultati:

p � D � mS	 � n

∏
i � 1

qi

∏
j � 1

Γ � αi j 	
Γ � αi j � Ni j 	 r i

∏
k � 1

Γ � αi jk � Ni jk 	
Γ � αi jk 	 (11)

p � xk
i � pa j

i � D � mS	 � αi jk � Ni jk

αi j � Ni j
(12)

ove Ni jk è il numerodelle volte chenel databaseD si ha cheXi
� xk

i e chePai
� pa j

i , mentre
Ni j
� ∑ki

k � 1Ni jk. Dall’ equazione11 è immediatoricavarecheSCORE� mS	 può esserecalcolato
come

SCORE� mS	 � n

∑
i � 1

qi

∑
j � 1 � log � Γ � αi j 	

Γ � αi j � Ni j 	�� � r i

∑
k � 1

log � Γ � αi jk � Ni jk 	
Γ � αi jk 	 ��� (13)

Perpoteravereunaformulacomputabilebisognaassegnaredei valori agli αi jk. Questiiperpara-
metricodificanola conoscenzaapriori chel’utentehasuiparametridelleprobabilit̀aassociatealla
rete.Datocheabbiamosuppostounacompletaignoranza,̀e logico porreαi jk

� α
qir i

cheequivale
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aporreαi
� ∑qi

j � 1∑r i
k � 1

α
qi r i

� α, interpretabilecomel’equiprobabilit̀adi ogni istanzadellospazio
delleprobilità congiuntesuX i ePai . Restacos̀ı daassegnareununico“iper”iperparametroα che
in letteraturàechiamatodimensionedi uncampioneequivalente.

L’equazione13 permettedi realizzareil passo1 dellaproceduradi apprendimentoillustrata
nellasezione1 checalcolala struttura“migliore” rispettoaSCORE� mS	 el’equazione12il passo
2, chestimai parametridellastrutturaselezionataal passoprecedente.

4 Ricerca nello spaziodellestruttur e delle reti

Perpotereffettivamenteimplementarela proceduraespostanellasezione1 c’èbisognodi definire
unametodologiadi ricercanello spaziodelle strutturedelle reti bayesianeassociateall’insieme
di variabili aleatorieX. Seguendoi risultati espostiin [HGC-95] è statasceltaunaproceduradi
ricerca“hill-climbing” percercaredi massimizzarela funzioneSCORE� mS	 .

SceltaunastrutturaS è possibilevalutareil guadagnodi SCOREchesi haperogni possibile
variazioneelementaredegli archi,in mododamantenerel’aciclicit à del grafo. Questevariazioni
sonol’aggiuntadi un arcofra duenodi mutuamenteindipendenti,la cancellazionedi un arcofra
duenodi dipendenti,il cambiamentodi versodi un arcofra duenodi. Sfruttandoil fattochela

del grafo
Inizializzazzione

-struttura a priori
-grafo senza archi
-grafo casuale

E’ stato raggiunto
il massimo numero
di iterazioni?

di tutte le possibili
modifiche elementari
sugli archi

Calcolo del guadagno

aggiornando la
struttura del grafo
e lo score

Effettua la modifica
a maggior guadagno

Ritorna la struttura
corrente.

positivo maggiore
degli altri?

SI

SI

NO

NO

Esiste un guadagno

Figura2: SchemadellaricercaHill-Climbing in unospaziodi grafiassociatia reti bayesiane.

funzionedi costodescrittadall’equazione13 può esserescompostanella sommadi n addendi,
ciascunoassociatoadun nodoXi edai suoipadriPai , la variazionedi un soloarcodellastruttura
S influirà al più sudueaddendi,relativi ai nodi sorgentee pozzodell’arcovariato. In particolare
ciò accadesoltantoseunarcodellastrutturavieneinvertito. Negli altri casièsufficientecalcolare
la variazionedell’addendorelativo al nodopozzodelnuovo arco.

Dopo aver calcolatotutte le variazionielementaripossibili si effettua,se esiste,quellache
porterebbeun guadagnopositivo maggioree si reiterail procedimento,dopoaver aggiornatoil
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nuovo SCORE.La ricercaterminanel casoin cui nessunamodificafacciaaumentarelo SCORE
opporesevieneraggiuntoil limite massimodel numerodi iterazionipossibili. Lo schemadella
proceduradi ricercaappenaespostasi trova in figura2.

Questotipo di approccionecessitadi un grafo di partenza. Candidatiper questopossono
essereil grafoprivo di archi,checodificala completaignoranzasulle relazionicheintercorrono
fra le variabili, un grafo aciclico costruitoinserendoarchi in modocasualeoppureunareteche
rappresentila conoscenzaapriori possedutasuldominiodelproblema.

5 Metodologiadi analisi su reti simulate

Quantoespostonelle precedentisezioniè statoimplementatoutilizzandoil linguaggioC++ in
ambienteLinux. Dei problemiriscontratiin questafasee dellesceltecompiuteverr̀a resoconto
in appendice.Illustriamo adessola metodologiadi analisidei risultati ottenuti tramiteil nostro
prototipo.

Una prima analisi è statacompiutasu reti bayesianesimulate. La proceduraseguita, che
incorporaquellaperl’apprendimentoespostanellasezione1, vienedi seguito illustrata.

Proceduradi apprendimentodi una retesimulata.

passo1: Generazionedi unareterandom,dettagoldnetwork, aventeil numerodeinodieil mas-
simonumerodi statipernodoprefissatie conunaspecificaprobabilit̀a per l’inserimento
degli archifra i nodi.

passo2: Campionamentodellagold networkin mododaottenereun databasedi esempiD con
unnumerodi campioniprestabilito.

passo3: Perturbazionedella gold networkper ottenereunaprior networkda cui cominciare
la ricerca. Il metododi perturbazioneutilizza una certaprobabilit̀a per modificaregli
archiesistentiedun’altraperaggiungerenuovi archi,conil vincolodi mantenereil grafo
aciclico.

passo4: Apprendimentostrutturale,apartiredaD edallaprior network, utilizzandol’algoritmo
espostonellasezione4.

passo5: Apprendimentodelle tabelle di probabilit̀a associatea ciascunnodo tramite una
proceduracheimplemental’equazione12.

Percompletarel’analisi è statonecessariostudiareun modopermisurarela “bontà” siadella
strutturaselezionatachedelletabelleapprese,rispettoaquelledellagoldnetworkdi partenza.Per
fareciò ci siamobasatisui suggerimentiriportati in [HGC-95], in cui vengonoutilizzati duetipi
di misure:

1. La differenzastrutturale fra duereti, cherappresentail gradoconcui la strutturaappresaha
catturatole relazionicausalifra variabili. Definitala differenzasimmetricaδi fra i padridi
Xi in duedifferentireti P eQ come

δi
� ��!#"

PaQ
i $ PaP

i %'& " PaQ
i ( PaP

i %*) (14)
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ove il simbolo � A staper “numerodegli elementidell’insiemeA”, la differenzastrutturale
δ si calcolasommandotuttele δi

δ � n

∑
i � 1

δi (15)

Si osservicomela differenzastrutturalesiala misuradelnumerodegli archiin cui le reti P
e Q differiscono,contandoduevolte gli archi chesonostati invertiti nel passaggiodaP a
Q.

2. La cross-entropia fra duereti, chedenotaquantobenela retebayesianaappresapredirr̀a il
prossimocampionedeldatabaseD. Dettep � X � mP 	 e p � X � mQ 	 le distribuzionicongiunte
di probabilit̀a condificatedallereti P eQ, la cross-entropiaH � P� Q	 è datada

H � P� Q	 � ∑
X

p � X � mP 	 log
p � X � mP 	
p � X � mQ 	 (16)

6 Analisi dell’appr endimentosu reti simulate

Un esempiodi risultato ottenutosi può osservare in figura 3, dove non sonostateriportatele
tabelledi probabilit̀a associateai nodi, in quantotroppovoluminose.Ad esempio,la tabellaas-
sociataal nodotre ha dimensioni5 + 240 in quantoX3 può assumerevalori in 5 stati differenti
edi nodi padriPa3 hannoin totale240stati. Si osservicomela reteappresadifferiscadallagold
networkdi soli tre archi, tutti e tre cancellatirispettoall’originale. Questiarchi fannopassareil
numerodegli statideipadridi X3 da240a6, semplificandonotevolmentela tabelladi probabilit̀a
condizionateassociata.Una spiegazionedi questocomportamentòe datadal fattochegli algo-
ritmi propostitendonoa selezionarele reti più semplici rispettoad un determinatodatabaseD.
Sevi aggiungiamoil fatto cheD non ha in questocasounadimensioneelevata(soltanto4000
campioni),appareevidentecomel’algoritmo abbiasemplificatola reteperl’assenzadi sufficienti
informazionipercoglierela complessit̀adel terzonodo.Restacomunqueil fattocheil restodella
reteè statocorrettamentericonosciuto.
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5

4

8

DATABASE

    1    2    3    4    5    6    7    8    9
Xi

smp

     1       3    1    5    3    2    2    5    4    3
     2       1    2    4    4    3    2    1    3    3
     3       1    2    4    2    1    2    2    3    2

3998      1    2    3    3    3    2    3    3    3
3999      2    1    1    1    2    1    2    2    1
4000      2    1    2    2    1    1    3    3    1

1

2

7

9

3

5

4

8

6

PRIOR NET
s. diff. = 16

A

R

R

A A

D

D

R

A

R

A

A

1

2

7

9

6
3

5

4

8
LEARNED NET
s. diff. = 3
cross-entropy = 0.177

D

D

D

learningsampling

learning

0.5,0.5
noise

GOLD NET

Figura3: Risultati di un testsu unarete“gold” generataa casocon 9 variabili e al più cinquestati per
variabile. In un primo momentosonostatiestratti4000campionidaquestarete,chepoi è stataperturbata
conprobabilit̀a 1

2 ottenendounarete“prior”. Le lettereassociateagli archi indicanocheunaarcoè stato
aggiunto(A),rimosso(D)o invertito(R). A partiredal “prior” utilizzandoi dati contenutinel databasèe
stataeseguita la proceduradi apprendimentoa duepassi,conα , 100,chehadatocomerisultatola rete
“learned”. Si osservicomela differenzastrutturaledalla “gold” siascesada16 a 3 con l’apprendimento,
mentrele tabelledi probabilit̀a della“learned”hannounabassacross-entropia,0.176679,conquelledella
“gold”.
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+ net initialize +++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
|

GOLD NETWORK: |PRIOR NETWORK:
# Nodes : 20 |# Nodes : 20

|
- edeges list ---------- |- edeges list ----------

1 -> 9 | 1 -> 9
1 -> 12 | 1 -> 12
2 -> 6 | 2 -> 6
2 -> 13 | 2 -> 12 (A)
3 -> 17 | 2 -> 13
3 -> 18 | 3 -X 17 (D)
5 -> 16 | 3 -> 18
6 -> 5 | 3 -> 20 (R)
6 -> 13 | 4 -> 15 (R)
7 -> 19 | 4 -> 18 (R)
8 -> 2 | 5 -> 4 (A)
8 -> 10 | 5 -> 16
8 -> 11 | 6 -> 5
8 -> 12 | 6 -> 13
8 -> 15 | 7 -> 3 (A)
9 -> 2 | 7 -> 14 (A)
9 -> 5 | 7 -> 19
9 -> 15 | 8 -> 2

10 -> 5 | 8 -> 6 (A)
10 -> 20 | 8 -X 10 (D)
11 -> 3 | 8 -> 11
11 -> 4 | 8 -> 12
11 -> 18 | 8 -> 15
12 -> 4 | 9 -> 2
12 -> 9 | 9 -> 5
12 -> 13 | 9 -> 6 (A)
13 -> 18 | 9 -> 12 (R)
14 -> 13 | 9 -> 13 (A)
15 -> 4 | 9 -> 15
16 -> 14 |10 -> 2 (A)
16 -> 15 |10 -> 3 (A)
17 -> 2 |10 -> 5
17 -> 9 |10 -> 14 (A)
17 -> 16 |10 -> 17 (A)
17 -> 18 |10 -> 20
17 -> 19 |11 -> 3
18 -> 4 |11 -> 4
19 -> 15 |11 -> 16 (A)
20 -> 1 |11 -> 18
20 -> 3 |12 -> 4
20 -> 15 |12 -> 6 (A)

|12 -> 13
|13 -> 18
|14 -> 1 (A)
|14 -> 6 (A)
|14 -> 13
|14 -> 16 (R)
|16 -> 4 (A)
|16 -> 15
|17 -> 2
|17 -> 9
|17 -> 16
|17 -> 18
|17 -> 19
|18 -> 15 (A)
|19 -> 3 (A)
|19 -> 6 (A)
|19 -> 14 (A)
|19 -> 15
|19 -> 20 (A)
|20 -> 1
|20 -> 4 (A)
|20 -> 13 (A)
|20 -> 15

PRIOR NETWORKvs GOLD NETWORK
structural-di ff er ence measure: 35

+ learning +++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
- structure -

1ˆ s.i.: score = -25087.460449 + 119.821777 (add: 8 -> 10 )
2ˆ s.i.: score = -24967.638672 + 68.333008 (del: 18 -X 15 )
3ˆ s.i.: score = -24899.305664 + 48.597778 (add: 17 -> 3 ) <E> (R)
4ˆ s.i.: score = -24850.707886 + 44.805664 (del: 9 -X 13 )
5ˆ s.i.: score = -24805.902222 + 44.082397 (del: 2 -X 6 ) <E> (A)
6ˆ s.i.: score = -24761.819824 + 34.018677 (del: 4 -X 15 ) <E> (R)
7ˆ s.i.: score = -24727.801147 + 22.134277 (del: 5 -X 4 )
8ˆ s.i.: score = -24705.666870 + 19.404419 (del: 19 -X 6 )
9ˆ s.i.: score = -24686.262451 + 19.293823 (del: 20 -X 13 )
10ˆ s.i.: score = -24666.968628 + 18.766235 (del: 10 -X 3 )
11ˆ s.i.: score = -24648.202393 + 17.655396 (rev: 18 -> 4 ) <E> (R)
12ˆ s.i.: score = -24630.546997 + 20.442749 (del: 16 -X 4 )
13ˆ s.i.: score = -24610.104248 + 24.396240 (add: 15 -> 4 )

14ˆ s.i.: score = -24585.708008 + 16.250244 (del: 20 -X 4 )
15ˆ s.i.: score = -24569.457764 + 10.084595 (del: 2 -X 12 )
16ˆ s.i.: score = -24559.373169 + 17.817017 (rev: 12 -> 9 )
17ˆ s.i.: score = -24541.556152 + 8.898560 (del: 11 -X 16 )
18ˆ s.i.: score = -24532.657593 + 8.840942 (del: 8 -X 6 )
19ˆ s.i.: score = -24523.816650 + 8.050171 (del: 7 -X 3 )
20ˆ s.i.: score = -24515.766479 + 6.950684 (del: 10 -X 2 )
21ˆ s.i.: score = -24508.815796 + 4.997314 (del: 10 -X 20 ) <E> (A)
22ˆ s.i.: score = -24503.818481 + 5.085205 (add: 11 -> 20 )
23ˆ s.i.: score = -24498.733276 + 4.436768 (del: 7 -X 14 )
24ˆ s.i.: score = -24494.296509 + 3.144043 (del: 19 -X 20 )
25ˆ s.i.: score = -24491.152466 + 2.805298 (del: 19 -X 3 )
26ˆ s.i.: score = -24488.347168 + 4.223511 (rev: 3 -> 17 ) <C>
27ˆ s.i.: score = -24484.123657 + 2.608276 (del: 14 -X 6 )
28ˆ s.i.: score = -24481.515381 + 2.546143 (del: 9 -X 6 )
29ˆ s.i.: score = -24478.969238 + 2.349854 (del: 14 -X 1 )
30ˆ s.i.: score = -24476.619385 + 5.340576 (rev: 16 -> 14 )
31ˆ s.i.: score = -24471.278809 + 2.826294 (del: 19 -X 14 )
32ˆ s.i.: score = -24468.452515 + 1.565552 (add: 19 -> 16 ) <E> (D)
33ˆ s.i.: score = -24466.886963 + 1.408447 (del: 10 -X 17 )
34ˆ s.i.: score = -24465.478516 + 1.064941 (del: 12 -X 6 )
35ˆ s.i.: score = -24464.413574 + 0.884766 (add: 2 -> 6 )
36ˆ s.i.: score = -24463.528809 + 0.639893 (add: 10 -> 6 ) <E> (D)
37ˆ s.i.: score = -24462.888916 + 0.584473 (add: 12 -> 7 ) <E> (D)
38ˆ s.i.: score = -24462.304443 + 0.333252 (add: 10 -> 7 ) <E> (D)
39ˆ s.i.: score = -24461.971191 No better changes.

- prob. tables -
Learning prob. tables for node 1
(...)
Learning prob. tables for node 20

+ results ++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

LEARNEDNETWORK:
# Nodes : 20

- edeges list ----------
1 -> 9
1 -> 12
2 -> 6
2 -> 13
3 -> 17
3 -> 18
3 -> 20 (R)
5 -> 16
6 -> 5
6 -> 13
7 -> 19
8 -> 2
8 -> 10 (A)
8 -> 11
8 -> 12
8 -> 15
9 -> 2
9 -> 5
9 -> 15

10 -> 5
10 -> 6 (A)
10 -> 7 (A)
10 -> 14 (A)

10 -X 20 (D)
11 -> 3
11 -> 4
11 -> 18
11 -> 20 (A)
12 -> 4
12 -> 7 (A)
12 -> 9
12 -> 13
13 -> 18
14 -> 13
15 -> 4
16 -> 14
16 -> 15
17 -> 2
17 -> 9
17 -> 16
17 -> 18
17 -> 19
18 -> 4
19 -> 15
19 -> 16 (A)
20 -> 1
20 -> 15

LEARNEDNETWORKvs GOLD NETWORK
structural-dif fe re nc e measure: 9
cross-entropy measure: 0.0524207
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Un altro esempio,può essereosservatonell’outputoriginale,fornito nellapaginaprecedente,
modificatoper metterein risalto gli archi aggiunti (A) , invertiti (R) o cancellati(D) . La gold
networkha 20 nodi e variabili binarie: è statacampionataottendendoun databaseD di 2000
campioni.Perturbataconunaprobabilit̀a di 1

5, hageneratola prior network, annotatanell’output
permetterein luce le differenzerispettoalla reteoriginale. Il listato riporta lala descrizionedei
39 passidell’algoritmo di ricerca(α � 64), chemostranoil valoreattualedi SCORE� mS	 ed il
guagagnoottenutocompiendola variazioneindicatafra parentesi.Di fiancoè stataannotatala
bont̀a della mossa(errataE, correzionedi erroreprecedenteC) e qualesarebbestatala mossa
esatta.L’outputsi concludeconla listadegli archidellareteappresa.

Si osservicomeanchein questocasola differenzastrutturalescendada35a9 conl’apprendi-
mentoe la bssacross-entropiafra la goldnetworke la learnednetwork. Questodatofasospettare
un possibile“overfitting” dei dati dapartedell’algoritmodi apprendimentodelletabelledi poba-
bilit à, in quanto,pur avendoa disposizioneunastrutturaun po’differentedall’originale, questo
riesceinterpretaremoltobenei dati, forsetroppo,generandounaretedi Bayesmolto legataal da-
tabaseD. Interessanteanchenotarecomel’algoritmo di apprendimentodellastrutturadella rete
rimedi solounavolta adunasceltasbagliatacompiutain precedenza.A causadel suocarattere
di ricercalocale,le scelteerratefatteai primi passifannoquasicertamentecaderein un massimo
localedifferenteda quello globale,con pocheprobabilit̀a chegli errori possanoesserecorretti.
Comunque,anchein questoesempiola reteappresàe molto più vicina alla reteoriginalerispet-
to alla prior network, dimostrandocomela tecnicaimplementataaffini realmentela conoscenza
inizialegrazieal contributodelleosservazionicontenuteneldatabaseD.

Perconcluderel’analisi dell’algoritmo su reti simulatepresentiamol’apprendimentodi una
retepiù semplicedelle precedenti,illustrata in figura 4. In questocasol’algoritmo ha appreso
la retesenzacommettereerrori: il motivo è il correttodimensionamentodel numerodi esempi
rispettoalle dimensionidelmodelloe la correttasceltadelparametroα.

2

14

3

5

D A

R R

2

145

3
 learning

noise 0.4

GOLD vs LEARNED
s.d. = 0
c.e. = 0.0138

GOLD vs PRIOR
s.d. = 6

Figura4: Risultati di un testsu unarete“gold” generataa casocon5 variabili e al più quattrostati per
variabile. Sonostati estratti5000campionida questarete,poi è stataperturbatacon probabilit̀a 2

5 otte-
nendounarete“prior”. Dal “prior”, utilizzandoi dati contenutinel database,̀e stataeseguita la procedura
di apprendimentoa due passi,con α , 8, che ha prodotto la rete “learned”. La rete è statacorretta-
mentericonosciutasia nella strutturachenelle tabelledi probabilit̀a (cross-entropiapari a 0.0138233).I
passicompiuti dall’algoritmo di ricercastrutturalesonostati, partendoda SCORE� mprior � = -26777.3 ,
add:3 - 5(+310.8) , rev:2 - 4(+142.8) , rev:1 - 4(+179.5) e del:5 .0/ 1(+24.0) , ottenendouno
SCORE� mlearned� = -26120.2 .
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7 Analisi dell’appr endimentoda un databasereale

Perapplicarele tecnicheesposteadun processoprovenientedal mondoreale,abbiamoutilizzato
il databaseriportatoapag.44in [H-96]. Si trattadi unostudiosvolto daiprofessoriSewell eShah
riguardole intezionidi unapopolazionescolasticadi 10416studentidell’ultimo annodi superiori
di proseguire gli studi, frequentandol’universit̀a. I dati sonostati raccolti alla WisconsinHigh
Schoolnel1968eriguardanoil sessodellostudente,il suostatosocioeconomico,il suoquoziente
di intelligenza,l’incoraggiamentoricevutodaigenitoriaproseguiregli studiel’effettivadecisione
di farloo meno.La seguentetabellaillustra in dettagliole variabili edi possibilistatichepossono
assumere,nonch̀e i codici numericicheil prototipoassegnaloro.

Xi sigla significato 1 2 3 4
X1 SEX Sex male female
X2 SES SocioEconomicStatus low lowermiddle uppermiddle high
X3 IQ IntelligenceQuotient low lowermiddle uppermiddle high
X4 PE ParentalEncouragement low high
X5 CP CollegePlans yes no

Abbiamotentatounprimoapprendimentopartendodaunaretesenzaarchifra i nodi,etenendo
il parametroα adunbassovalore,datochela prior networkfornita eradel tuttononinformativa.
I risultati ottenutisonoriportati in formagraficanellafigura5A. Comesi può osservare,gli archi
appresicodificanomolte relazionicausalicheci saremmopotuti aspettare,comead esempioil
fatto che il fattoresocioeconomicoinfluenzi i genitori a dareo no ai figli stimoli per andare
all’universit̀a. A nostroavviso, il solo arco che connetteCP a IQ sembraillogico, in quanto
supporrebbeil fatto che la sceltadi andareall’universit̀a influiscasul quozientedi intelligenza
dellostudente.

Pertentaredi evitarequestoinconvenienteabbiamoripetutol’apprendimentopartendodauna
retein cui ogni nodoè collegato a CPconun arco. Questoequivalea supporreunaconoscenza
a priori sul fattochetutti gli attributi possonoinfluenzarein qualchemodola sceltauniversitaria.
Avendointrodottoun prior cheritenevamomolto importante,l’apprendimentòe statoeseguito
conun parametroα elevato. I risultati ottenutisonoosservabili nellafigura5B. Il grafoappreso
mostracheil problemariscontratòestatoeliminato(adessoc’èunarcodaIQ aCP, checodificail
fattocheil quozientedi intelligenzapuò influenzarela sceltadi proseguiregli studi).Per̀o, la rete
è logicamentedebolerispettoadun altroarco,quellochecollega SESa IQ. In questocasoinfatti
sembrerebbeil quozientedi intelligenzapoteressereinfluenzatodallacondizionesocioeconomica
dell’individuo.

Abbiamotentatodi percorrereunaterzastrada.Siamoritornati adunaprior networkpriva di
archi,maabbiamoimpostodeivincoli sullastruttura. In questocasosi èsuppostocheil nodoCP
nonpotesseesserpadredi altri nodi. I risultati ottenutidall’apprendiemntoin questecondizioni
sonoriportati in figura5C, partendodaunparametroα basso.La reteappresàe la stessadelcaso
precedente.

Da questirisultati si può trarrela conclusionechel’algoritmo propostosia un buonapproc-
cio per trattaredati in unaprima fase,in mododa ottenereunaretedi Bayescheillustri buona
partedelle relazionifra le variabili, commettendoqualcheerrore. In unasecondafase,partendo
dai risultati ottenuti, è possibileutilizzarequalchemetodopiù sofisticatoper tentaredi raffina-
re la “bontà” causaledella rete. Un esempiodi questatecnicapuò esseretrovato in [H-96], in
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cui l’impiego di unametodologiacheutilizza variabili nascostepermettedi superarei problemi
riscontrati,introducendounanuovavariabilechesembrarendercontodella“qualità” deigenitori.

Perconcludere,eccol’output delprototiponelprimocasoesaminato.Si osservicomel’algo-
ritmo aggiungasolamentearchi,in quantoavviatosuunaretevuota.

+ reading database ++++++++++++++++++++++++++++++

College Plans
Sewall & Shah, (c) 1968 The University of Chicago.

+ learning ++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
- structure -

1ˆ search iteration: current score = -49448.162109 + 1697.895508 (add: 4 -> 5 )
2ˆ search iteration: current score = -47750.266602 + 1009.042969 (add: 2 -> 4 )
3ˆ search iteration: current score = -46741.223633 + 768.684570 (add: 5 -> 3 )
4ˆ search iteration: current score = -45972.539062 + 218.387695 (add: 2 -> 5 )
5ˆ search iteration: current score = -45754.151367 + 97.516602 (add: 4 -> 3 )
6ˆ search iteration: current score = -45656.634766 + 77.052734 (add: 1 -> 4 )
7ˆ search iteration: current score = -45579.582031 No better changes.

- prob. tables -
Learning prob. tables for node 1
Learning prob. tables for node 2
Learning prob. tables for node 3
Learning prob. tables for node 4
Learning prob. tables for node 5

+ results +++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

LEARNEDNETWORK:
# Nodes : 5

- edeges list --------------- -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
1 -> 4
2 -> 4
2 -> 5
4 -> 3
4 -> 5
5 -> 3

- nodes tables -------------- -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
*Node 1 with 2 states
1 2
-------------- -- -- -
0.483730 0.516270

*Node 2 with 4 states
1 2 3 4
-------------- -- -- -- -- -- --- -- -- -- -- --
0.240364 0.256537 0.256246 0.246853

*Node 3 with 4 states & 4 parents config.
4 5 | 1 2 3 4
-------------- -- -- -- -- -- --- -- -- -- -- -- -- --
1 1 | 0.151274 0.221338 0.300955 0.326433
2 1 | 0.077136 0.176288 0.295662 0.450913
1 2 | 0.375403 0.297852 0.209774 0.116971
2 2 | 0.231995 0.291794 0.267350 0.208861

*Node 4 with 2 states & 8 parents config.
1 2 | 1 2
-------------- -- -- -- -- -
1 1 | 0.681581 0.318419
2 1 | 0.833584 0.166416
1 2 | 0.512317 0.487683
2 2 | 0.633704 0.366296
1 3 | 0.352194 0.647806
2 3 | 0.492576 0.507424
1 4 | 0.144061 0.855939
2 4 | 0.194551 0.805449

*Node 5 with 2 states & 8 parents config.
2 4 | 1 2
-------------- -- -- -- -- -
1 1 | 0.035111 0.964889
2 1 | 0.062788 0.937212
3 1 | 0.079839 0.920161
4 1 | 0.144342 0.855658
1 2 | 0.347789 0.652211
2 2 | 0.455231 0.544770
3 2 | 0.532131 0.467869
4 2 | 0.726134 0.273866
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Figura5: Risultatidell’apprendimentodaldatabasedi Sewell & Shah.A. α , 8 eprior networkvuota.B.
α , 256eprior networkconunarcoentrantein CPdaogninodo.C. α , 8 eprior networkvuota,macon
il vincolocheCPnonpuó esserepadredi alcunnodo.Gli archiconun “?” sono,anostroavviso, illogici.
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8 Osservazioni conclusive

In questarelazioneè statapresentataunatecnicaperapprenderereti bayesianesuun insiemedi
variabili aleatoriea partireda un databasedi loro realizzazioni. La tecnicaespostapuò essere
utilizzataper comprenderele relazionidi causalit̀a cheintercorronofra le variabili e perattuare
unaprimaanalisidei dati adesserelativi.

Sonostati messiin luce alcuni difetti, cheabbiamoimputatosia alla non applicabilit̀a delle
ipotesia molti casidi interesserealechealla difficoltà di unacorrettaassegnazionedeiparametri
dell’algoritmo, primo fra tutti il coefficienteα. Inoltre è statomostratochenel casoin cui le
ipotesisianosoddisfatte,i parametricorrettamentedimensionatie si stia utilizzandoun numero
sufficientedi campioni,l’agoritmo apprendesenzaerrori la rete.

In ultima analisi,l’apprendimentobasatosuselezionedel modelloe stimabayesianadei pa-
rametriè un buonmetodoperaffrontareil problemadi trovarerelazionifra dati, almenoin una
primaapprossimazione.Un ulterioreraffinamentopuò essereraggiuntoapartiredai risultatiotte-
nuti conle metodologiemostrate,impiegandotecnichedi apprendimentopiù potenti,quali sono
quellechesuppongonola presenzadi variabili nascoste.

Questolavoro è statorealizzatoper sostenerel’esamedi “intelligenzaartificiale” tenutodal
Prof. G.Sodacon la collaborazionedel Dott. P.Frasconi. Sono stateutilizzate le strutture
didattichedel laboratoriodell’informazione“ex-forno”, all’interno della facolt̀a di ingegneria
dell’universit̀adi Firenze.

Firenze,9 marzo1999
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A Implementazione

L’implementazionedegli algoritmi perl’apprendimentodi reti bayesianepartendodadatabasedi
esempiè statafattautilizzandoil linguaggioC++ in ambienteLinux. Qui di seguito vengono
illustratele sceltecompiuteealcunidegli algoritmidi supportoutilizzati, nonch̀ecomesonostate
realizzatele equazioni13e12.

A.1 Datatypesdi base

Abbiamoimplementatoquattrotemplatedi classiper realizzarevettori, matrici, codecircolari e
grafidiretti aciclici. Suiprimi tre tipi di datic’èpocodadire: sonoclassiabbastanzastandardche
mettonoadisposizioneoggettivettori,matriciecodecircolari (realizzatetramitevettori). La loro
allocazionèe dinamicae la loro dimensionepuò esserecambiataall’interno del programma,ma
deveesserespecificataprimadi inserirvi nuovi dati.

Più interessantèe la classed a graph cheimplementai grafi aciclici orientati. Premettiamo
che i nodi sonorappresentaticon degli interi e gli archi con coppiedi nodi, quindi coppiedi
interi. All’interno dellaclassesonocontenutiduevettori, unodi nodi di dimensioneN edunodi
archidi dimensioneN(N-1)/2 , euninteroN. Il vettoredi nodi ècompostodaelementiimpostabili
dall‘utente,caratteristicautilizzatanellastesuradellaclassebayes net permemorizzarele tabelle
di probabilit̀aassociateaciascunnodo.Il vettoredi archihacomponentiintereetienetracciadegli
archi i 1 j tali che j � i. La funzionechemappagli archiin talevettoreè la seguente.

pos� i 1 j 	 �32 j 
 i per i � 1
j 
 i �4� N 
 1	5� i 
 1	�
 " i � 1 % " i � 2 %

2 per i � 1
(17)

Nel vettoreun arco i 1 j è rappresentatoda un 1 seè presente,da un -1 seè presentecon il
versoinvertitoedauno0 senonèpresentenè i 1 j nè j 1 i. Perrenderetrasparenteall’utenteil
meccanismodi accessoagli archicos̀ı rappresentatìestatocreatounmetodoedges manager che
permetteai metodiinterfacciadi compierele operazionidi inserimento,cancellazionee accesso
agli archiin modointuitivo.

Abbiamorealizzatoun metodonPa(node v) checontail numerodi padridel nodov e sono
statecreatedellemacro“iteratori” perscandiretutti gli elementipresentinellastruttura.In parti-
colare,forall nodes(v,G) assegnain sequenzai valori deinodidi Gav e forall edges(e,G)
i valori degli archi di G a e. Ci sonoanchedegli iterarori per gli archi mancantinella struttura
dellarete,peri nodipadrieperquelli figli di uncertonodo.

Percontrollarel’aciclicit à di un grafo si è sfruttatol’algoritmo citato nei sorgenti, cheattua
un ordinamentotopologicodel grafo in mododaattraversareperprimi i nodi sorgenti,poi i loro
figli e cos̀ı via. Sel’algoritmo riesceadordinarein questomodotutti i nodi, il grafo è aciclico.
Ci siamobasatisu questaproceduraper realizzareun metodoper l’inserimentodi archi nella
struttura,senzaviolarela condizionedi aciclicità.6877

Vector.h7
vectordatatype7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#ifndef VectorDataType
#define VectorDataType

#include : iostream.h ;
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template: classItemType;
classvector <

pri vate:
ItemType

7
V;

int N;
6=6

vectordimesion

public:687
constructor

796
vector() < N = 0; >687

copyconstructor
796

vector(constvector&Obj) <
if (Obj.N != 0) <

if (!(V = new ItemType[Obj.N])) <
cout ? "Error: Out of Memory. @ n" ;
exit(1);>

N = Obj.N;
for (int k = 1; k : = N; k++)7

(V+(k-1)) =
7
(Obj.V+(k-1));> else <

cout ? "Error: Object not initialized. @ n" ;
exit(1);>>687

initializator: setthevectordimension
796

int init( int n) <
if (n ; 0) <

if (N != 0) deleteV;
if (!(V = new ItemType[n])) <

cout ? "Error: Out of Memory. @ n" ;
exit(1);>

N = n;
return 0;>

cout ? "Error: Object size must be positive. @ n" ;
exit(3);>687
getvectordimension

796
int getN() < return N; >687

setall elementsto ”item”
796

int set(ItemTypeitem) <
if (N != 0) <

for (int k = 1; k : = N; k++)7
(V+(k-1)) = item;

return 0;>
cout ? "Error: Object not initializated. @ n" ;
exit(1);>687
get thei-th element

796
ItemType& operator() (int i) <

if (N != 0) <
if ((i ; 0) && (i : = N))

return
7
(V+(i-1));

cout ? "Error: index out of range. @ n" ;
exit(1);>

cout ? "Error: Object not initialized. @ n" ;
exit(1);>687
copyoperator

796
vectoroperator=(constvector&Obj) <6=6

precondition:ItemTypemusthavea valid A operator.
if (N != 0) <

if (Obj.N == N) <
for (int k = 1; k : = N; k++)7

(V+(k-1)) =
7
(Obj.V+(k-1));

return
7
this;>

cout ? "Error: Objects with different sizes. @ n" ;
exit(1);>

cout ? "Error: Object not initialized. @ n" ;
exit(1);>> ;

#endif
6=6

Vector DataType6877
Matrix.h7
matrixdatatype7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#ifndef Matrix DataType
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#define Matrix DataType

#include : iostream.h ;
template: classItemType;
classMatrix <

pri vate:
ItemType

7
T;

int N;
6=6

matrix first dimension
int M;
6=6

matrix seconddimesion
public:687

constructor
796

Matrix() < N = M = 0; >687
copyconstructor

796
Matrix(constMatrix &Obj) <

if (Obj.N != 0 && Obj.M != 0) <
if (!(T = new ItemType[Obj.N

7
Obj.M])) <

cout ? "Error: Out of Memory. @ n" ;
exit(1);>

N = Obj.N; M = Obj.M;
for (int j = 1; j : = M; j++)

for (int i = 1; i : = N; i++)7
(T+((i-1)
7
M+j-1)) =

7
(Obj.T+((i-1)

7
Obj.M+j-1));> else <

cout ? "Error: It is impossible to copy a NULL object. @ n" ;
exit(1);>>687

getfirst matrixdimension
796

int getN() < return N; >687
getsecondmatrixdimension

796
int getM() < return M; >687

setall elementsto ”item”
796

int set(ItemTypeitem) <
if (N != 0 && M != 0) <

for (int j = 1; j : = M; j++)
for (int i = 1; i : = N; i++)7

(T+((i-1)
7
M+j-1)) = item;

return 0;>
cout ? "Error: I can’t access an uninitilized Matrix. @ n" ;
exit(1);>687
initialize matrixdimensions

796
int init( int n,int m) <

if (n ; 0 && m ; 0) <
if (N != 0 && M != 0) deleteT;
if (!(T = new ItemType[n

7
m])) <

cout ? "Error: Out of Memory. @ n" ;
return 1;>

N = n; M = m;
return 0;>

cout ? "Error: Matrix size must be positive. @ n" ;
exit(1);>687
get (i,j) element

796
ItemType& operator()(int i, int j) <

if (N != 0 && M != 0) <
if ((i ; 0) && (j ; 0) && (i : = N) && (j : = M))

return
7
(T+((i-1)
7
M+j-1));

cout ? "Error: (" ? i ? "," ? j ? " ) Out of Range. @ n" ;
exit(1);>

cout ? "Error: I can’t access an uninitilized Matrix. @ n" ;
exit(1);>> ;

#endif
6=6

Matrix Data Types6877
C Queue.h7
circular queuedatatype7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#ifndef Circular QueueDataType
#define Circular QueueDataType

#include : iostream.h ;
#include ” ./Vector.h ”

template: classItemType;
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classc queue<
pri vate:

vector: ItemType; CQ;
int first;
int size;

public:687
constructor

796
c queue()< first = 1; size= 0; >687

destructor
796B c queue()< 687=796 >687

initialize an emptyqueue
796

int init() < first = 1; size= 0; return 0; >687
initialize a queueof n elements

796
int init( int n) < first = 1; size= 0; CQ.init(n); return 0; >687

is queueempty?
796

int empty() < return (size== 0); >687
is queuefull ?

796
int full() < return ( size== CQ.getN()); >687

popcurrentelementfromthequeue
796

ItemTypepop() <
if (!empty()) <

int tmp = first;
first = (first % (CQ.getN()))+ 1;
size––;
return CQ(tmp);>

cout ? "Error: Empty object. @ n" ;
exit(6);>687
pushelement”item” in thequeue

796
void push(ItemTypeitem) <

if (!full()) <
CQ(((first+ size- 1) % (CQ.getN()))+ 1) = item;
size++;
return;>

cout ? "Error: Full object. @ n" ;
exit(7);>> ;

#endif
6=6

Circular QueueDataType6877
D A Graph.h7
directacyclicgraphdatatype7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#ifndef Direct Acyclic GraphDataType
#define Direct Acyclic GraphDataType

#include : iostream.h ;
#include ” ./Vector.h ”
#include ” ./C Queue.h ”

typedef int node;
6=6

nodetype

struct edge< nodes; nodet; > ; 6=6 edge type6=6
iterators

#define forall nodes(v,G)
for((v) = 1; (v) : = ((G).getN());(v)++)

#define forall edges(e,G)
for((e.s)= 1; (e.s) : = ((G).getN());(e.s)++) @

for ((e.t)= 1; (e.t) : = ((G).getN());(e.t)++) @
if (((G).getedge((e)))!= 1); else

#define forall missingedges(e,G)@
for((e.s)= 1; (e.s) : = (((G).getN())-1);(e.s)++) @

for ((e.t)= ((e.s)+1);(e.t) : = ((G).getN());(e.t)++) @
if (((G).getedge((e)))!= 0); else

#define forall parents(Pa,v,G) @
for((Pa)= 1; (Pa) : = ((G).getN());(Pa)++) @

if (((G).getedge((Pa),(v))) != 1); else

#define forall children(Ch,v,G) @
for((Ch)= 1; (Ch) : = ((G).getN());(Ch)++) @

if (((G).getedge((v),(Ch)))!= 1); else
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template: classNodeType;
classd a graph <

pri vate:
vector: NodeType; Nodes;

6=6
vectorof nodes

vector: int ; Edges;
6=6

vectorof edges
int N;
6=6

numberof nodes687
get thepositionof edge i - ; j in edge vector

796
int pos(nodei, nodej) <6=6

precondition:i : j && N ; 1
int res= j-i;
if (i ; 1) res+= (N-1)

7
(i-1) - ((i-1)

7
(i-2))
6
2;

return res;>687
manager of edge insertion,deletion& getting

796
int edgesmanager(nodei, nodej, int op) <

int c = 0;
if (N ; 1) <

if ((i ; 0) && (j ; 0) && (i : = N) && (j : = N)) <
if (i == j) return 0;
if (i : j) c = 1;
if (i ; j) < c = i; i = j; j = c; c = -1; >
switch (op) <

case0:
6=6

delete
Edges(pos(i,j))= 0;
return 0; break;

case1:
6=6

insert
Edges(pos(i,j))= c;
return c; break;

case2:
6=6

get
return Edges(pos(i,j))

7
c; break;

default:
cout ? "Error: Option unknown. @ n" ;
exit(7);>>

cout ? "Error: index out of range. @ n" ;
exit(1);>

cout ? "Error: Object unitializated . @ n" ;
exit(1);>

public:687
constructor

796
d a graph() < N = 0; >687

initialize nodes& edgesvectors
796

int init( int n) <
if (n ; 1) <

Nodes.init(n);
Edges.init((n

7
(n-1))
6
2);

Edges.set(0);
N = n;
return 0;>

cout ? "Error: Nodes number must be ; 1. @ n" ;
exit(1);>687
getparentsnumberof nodei

796
int nPa(nodei) <

int nPai = 0;6=6
precondition:N ; 1
for (int aux= 1; aux : = N; aux++)

if (get edge(aux,i)== 1) nPai++;
return nPai;>687
getnodesnumber

796
int getN() < return N; >687

get i-th node
796

NodeType& operator() (nodei) <6=6
precondition:N ; 1

return Nodes(i);>687
deleteedge

796
int del edge(nodei, nodej) < return edgesmanager(i,j,0);>
int del edge(edgee) < return edgesmanager(e.s,e.t,0);>687

insertedge
796

int setedge(nodei, nodej) < return edgesmanager(i,j,1);>
int setedge(edgee) < return edgesmanager(e.s,e.t,1);>687

getedge
796

int get edge(nodei, nodej) < return edgesmanager(i,j,2);>
int get edge(edgee) < return edgesmanager(e.s,e.t,2);>687

is graphacyclic?
796

int acyclic() <6=6
basedupon
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6=6
A.B.Kahn,Topological Sortingof Large Networks,6=6
Communicationsof theACM, vol.5,558-562,1962

vector: int ; nParents;
c queue: int ; orphans;

int n = 0;
nodev, w;6=6

precondition:N ; 1
nParents.init(N);
orphans.init(N);

forall nodes(v,
7
this)

if ((nParents(v)= nPa(v))== 0) orphans.push(v);
while (!orphans.empty())<

v = orphans.pop();
n++;
forall children(w,v,

7
this)

if (––nParents(w)== 0) orphans.push(w);>
return (n == N);>687
insertedgeonly if graphremainsacyclic

796
int acyclic setedge(nodei, nodej) <6=6

precondition:N ; 1
int c = get edge(i,j);
setedge(i,j);
if (acyclic())

return 1;
else <

if (c == 0) del edge(i,j);
if (c == -1) setedge(j,i);
return 0;>>

int acyclic setedge(edgee) <
return acyclic setedge(e.s,e.t);>> ;

#endif
6=6

Direct Acyclic Graph DataType

A.2 Classiper rappr esentare i nodi

Abbiamocreatounaclassebasenode base contenentel’identificatoredelnodoe il numerodegli
stati della variabilealeatoriaassociata.Da questaclasseè stataderivataunaclassenode type
contenentela tabelladi probabilit̀acondizionataassociataal nodo.Questatabellaè implementata
comeunamatricedi float di dimensionipari a r i + qi, ove Xi è la variabilea cui è associata.È
anchestataderivatadalla classebasela classenode info cheinvececontienelo statocorrente
dellavariabilealeatoria.

Questaultima classèe necessariaperimplementarela classenode parents checontienel’e-
lencodeinodipadridi uncertonodo:node parents vieneutilizzatanelcalcolodi formulecome
la 13, in cui c’è bisognodi un iteratorecheassegni in successioneadunavariabiletutti gli stati
cheun insiemedi nodi (Pai in questocaso)può assumere.

All’unico scopodi calcolarela cross-entropiafra duereti di Bayesè stataderivataunaclasse
node more info dallaclassenode info , checontieneduevettori di nodi rappresentantile liste
di padridel nodocorrentein duedifferenti reti. Questaclassèe inclusain all nodes : qui c’è la
lista di tutte le variabili conassociatequelledei padrinelleduereti, utilizzataper implementare
la formula16, chenecessitadi un iteratoresututti i nodi cheaggiornile configurazionidei padri
ogni volta.

In figura6 è rappresentatoil diagrammadelleclassi.La relazione“is referredby” si riferisce
all’inclusionedi unaclassedapartedi unaltratramiteunpuntatore,manelnostroprogettoquesto
èmascheratodall’utilizzo dei templates.

È necessarioosservarecomele classinode parents eall nodes abbianodellemacro“itera-
tori” che,tramitela redefinizionedell’operatore++ sullerispettiveclassi,permettonodi assegnare
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node_info node_type

all_nodes

node_parents

node_more_info

node_base

is a
is a

is a

is referred by

is referred by bayes_net

is referred by

Figura6: Alberoparzialedelleclassidel progetto.

in successioneadunavariabiletutte le possibili configurazioniassuntedai nodi padrioppureda
tutti i nodidelgrafo.6877

Nodes.h7
classesof nodes7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#ifndef NodesTypes
#define NodesTypes

#include : iostream.h ;
#include ” ./Vector.h ”
#include ” ./Matrix.h ”
#include ” ./D A Graph.h ”687

nodebase
796

#define forall nodestates(k,xi)@
for((k) = 1; (k) : = ((xi).ri); (k)++)

classnodebase<
public:

nodei;
6=6

# of node
int ri;
6=6

# maxof states

nodebase();
nodebase(int j, int rj = 1);> ;687

nodetype
796

classnodetype: public nodebase<
public:
Matrix : float ; P;

6=6
P(j,k) j A 1 .. Qi; k A 1 .. ri;> ;687

nodeinfo
796

classnodeinfo : public nodebase<
public:

int s;
6=6

currentstate

nodeinfo();
nodeinfo(int j , int rj = 1 , int inits = 1);

void init state();
void last state();

nodeinfo operator++();
6=6

prefix> ;687
nodemore info

796
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classnodemore info : public nodeinfo <
public:

vector: node; P;
vector: node; Q;

nodemore info();
nodemore info(int j, int rj = 1, int inits = 1, int nP= 1, int nQ= 1);

int init(nodev, d a graph: nodetype; &DAG P,
d a graph: nodetype; & DAG Q);> ;687

nodeparents
796

#define forall parentsstates(j,Pai) @
(Pai).init state();@

for((j) = 1; (j) : = ((Pai).getQ());((j)++) , (++(Pai)))

#define view parentsstate(state,Pai) @
for((state)= 1; (state): = ((Pai).getN());(state)++)

classnodeparents<
pri vate:

vector: nodeinfo ; P;
int Q;

public:
nodeparents(nodei, d a graph: nodetype; & G);

int getQ();
int getN();
void init state();
void last state();

void operator++();
6=6

prefix
nodeinfo& operator() (int i);

nodeparentssetj(int j);
int getj();> ;687

all nodes
796

#define forall nodesstates(ki,Nodes)@
(Nodes).initstate();@

for((ki) = 1; (ki) : = ((Nodes).getQ());((ki)++) , (++(Nodes)))

classall nodes<
pri vate:

vector: nodemore info ; N;
int Q;

public:
all nodes(da graph: nodetype; &DAG P,

d a graph: nodetype; & DAG Q);

void init state();
void operator++();

6=6
prefix

nodemore info& operator() (int i);

int getQ();
int getj P(nodev);
int getj Q(nodev);> ;

#endif
6=6

NodesTypes6877
Nodes.cc7
methodsfor classesof nodes7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#include ” ./Nodes.h ”6=66=6
classnodebase6=6687
constructors

796
nodebase::nodebase()< i = 0; ri = 1; >
nodebase::nodebase(int j, int rj = 1) < i = j; ri = rj; >6=66=6

classnodeinfo : public nodebase6=6687
constructors

796
nodeinfo::nodeinfo() :nodebase()< s= 0; >
nodeinfo::nodeinfo(int j , int rj = 1 ,int inits = 1) :nodebase(j,rj) < s= inits; >687

setinitial state
796

void nodeinfo::init state()< s = 1; >
22



687
setfinal state

796
void nodeinfo::last state()< s= ri; >687

next state
796

nodeinfo nodeinfo::operator++() <
if (++s ; ri) s= 1;
return
7
this;>6=66=6

classnodemore info : public nodeinfo6=6
onlyusedfor calculatecross-entropybetweentwobayesiannetworks6=6687
constructors

796
nodemore info::nodemore info() :nodeinfo() < P.init(1); Q.init(1); >
nodemore info::nodemore info(int j, int rj = 1, int inits = 1, int nP= 1, int nQ= 1)

:nodeinfo(j,rj,inits) < P.init(nP);Q.init(nQ); >687
initialize
796

int nodemore info::init(nodev, d a graph: nodetype; &DAG P, d a graph: nodetype; & DAG Q) <
nodew;
int k;

i = DAG P(v).i;
ri = DAG P(v).ri;
s= 1;

if (DAG P.nPa(v) ; 0 ) <
P.init(DAG P.nPa(v)); k = 0;
forall parents(w,v,DAG P)

P(++k)=w;> else <
P.init(1);
P(1)= 0;>

if (DAG Q.nPa(v) ; 0) <
Q.init(DAG Q.nPa(v)); k = 0;
forall parents(w,v,DAG Q)

Q(++k)=w;> else <
Q.init(1);
Q(1) = 0;>

return 0;>6=66=6
classnodeparents6=6687
constructors

796
nodeparents::nodeparents(nodei, d a graph: nodetype; & G) <

nodev;
int counter= 0;

Q = 1;
P.init(G.nPa(i));

forall parents(v,i,G) <
counter++;

P(counter).i= G(v).i;
Q
7 A P(counter).ri= G(v).ri;>

init state();>687
getnumberof parentsstates

796
int nodeparents::getQ()< return Q; >687

getnumberof parents
796

int nodeparents::getN()< return P.getN(); >687
setinitial parentsstate

796
void nodeparents::initstate()<

for (int i = 1; i : = P.getN();i++)
P(i).s= 1;>687

setlastparentsstate
796

void nodeparents::laststate()<
for (int i = 1; i : = P.getN();i++)

P(i).s= P(i).ri;>687
next parentsstate

796
void nodeparents::operator++() <

int aux= 1;
do <

if (++P(aux).s; P(aux).ri)
P(aux++).s= 1;

else
return;
6=6'7

this;> while(aux : = P.getN());
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return;
6=6'7

this;>687
returni-th state

796
nodeinfo& nodeparents::operator() (int i) < return P(i); >687

setj-th parentsstate
796

nodeparentsnodeparents::setj(int j) <
last state();
for (int counter= 1; counter: = j ; counter++ ) <

int aux= 1;
do <

if (++P(aux).s; P(aux).ri)
P(aux++).s= 1;

else
break;> while(aux : = P.getN());>

return
7
this;>687

get j-th parentsstate
796

int nodeparents::getj()<
int tot = P(1).s;
if (P.getN() ; 0) <

for (int i = 2; i : = P.getN();i++) <
int fact= 1;
for (int j = 1; j : = (i-1); j++) <

fact
7 A P(j).ri;>

tot += fact
7
(P(i).s- 1);>>

return tot;>6=66=6
classall nodes6=6
onlyusedfor calculatecross-entropybetweentwobayesiannetworks6=6687
constructors

796
all nodes::allnodes(da graph: nodetype; &DAG P, d a graph: nodetype; & DAG Q) <

nodev;6=6
precondition:DAG P & DAG Q mustbebasedon thesamenodevariables

N.init(DAG P.getN());
Q = 1;
forall nodes(v,DAG P) <

N(v).init(v,DAG P,DAG Q);
Q
7 A N(v).ri;>>687

setinitial stateof all nodes
796

void all nodes::initstate()<
for(int i = 1; i : = N.getN();i++)

N(i).s = 1;>687
next state

796
void all nodes::operator++() <

int aux= 1;
do <

if (++N(aux).s; N(aux).ri)
N(aux++).s= 1;

else
return;
6=687

this;> while(aux : = N.getN());
return;
6=6�7

this;>687
get i-th node

796
nodemore info& all nodes::operator() (int i) < return N(i); >687

getnumberof statesof all nodes
796

int all nodes::getQ()< return Q; >687
get j th stateof parentsof nodev in graphQ

796
int all nodes::getjQ(nodev) <

if (N(v).Q(1) ; 0) <
int tot = N(N(v).Q(1)).s;
if (N(v).Q.getN() ; 0) <

for (int i = 2; i : = N(v).Q.getN();i++) <
int fact= 1;
for (int j = 1; j : = (i-1); j++) <

fact
7 A N(N(v).Q(j)).ri;>

tot += fact
7
(N(N(v).Q(i)).s- 1);>>

return tot;>
return 1;>
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687
get j th stateof parentsof nodev in graphP

796
int all nodes::getjP(nodev) <

if (N(v).P(1) ; 0) <
int tot = N(N(v).P(1)).s;
if (N(v).P.getN() ; 0) <

for (int i = 2; i : = N(v).P.getN();i++) <
int fact= 1;
for (int j = 1; j : = (i-1); j++) <

fact
7 A N(N(v).P(j)).ri;>

tot += fact
7
(N(N(v).P(i)).s- 1);>>

return tot;>
return 1;>

A.3 Classeper la gestionedel databaseD

Il databasedi esempìe implementatotramiteunaclassechecontieneunamatricedi interi. Questa
matricehacomeprimadimensioneil numerodeicampioniecomesecondail numerodellevaria-
bili associatealla rete.La classemetteadisposizionemetodiperinserireuncampioneefaredelle
sempliciqueriesriguardoal numerodeicampioniin cui Xi

� xk
i oppurein cui Xi

� xk
i ePai

� pa j
i .

Questesononecessarieperil calcolodi Ni jk nelleequazioni12e13.
Anchein questaclassèe statorealizzatoun iteratoreperscandirel’intero database.Abbiamo

sceltodi dotaretuttele classidi opportuniiteratoriperrenderepiù leggibile il codice.Osservando
i sorgenti ci si render̀a conto comealcuni algoritmi risultanodi comprensionepiù immediata
grazieall’uso degli iteratori,chesostituisconooscuricicli for altrimentinecessaripercompiere
le medesimeoperazioni.

A.4 Funzioni ausiliarie

Sonostateimplementatedellefunzioniausiliarie,unapergenerarenumericasualiedun altraper
calcolareil logaritmodellafunzioneΓ � x	 , utilizzatoperil calcolodi SCORE� mS	 nell’equazione
13. Gli algoritmi utilizzati nei moduli Math.cc e Random.cc sonostati ispirati daquelli presenti
nel testocitatonei sorgenti.

Abbiamodecisodi implementareunanostraversionedel generatoredi numeripseudocasuali
perpoteraveredellecondizionidi prova ripetibili. Ad esempio,l’uso del nostrogeneratoreper
perturbarei grafi permette,registrandoopportunamenteil valoredell’idum , di ripeterela prior
networkcos̀ı generatain varierealizzazionidegli esperimenti.6877

Database.h7
databaseclass7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#ifndef Database
#define Database

#include : iostream.h ;
#include ” ./Matrix.h ”
#include ” ./Nodes.h ”

#define forall data(d,DB)@
for((d) = 1; (d) : = ((DB).getN());(d)++)

classdatabase<
pri vate:
Matrix : int ; DB;

public:
int init( int N, int n);
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int getN();
int getn();

int& operator() (int j, int k);

int query(nodeinfo& xi, nodeparents&Pai);
int query(nodeinfo& xi);

void insert(int j, vector: int ; & datum);6=6
void save();6=6
void load();

#ifdef DEBUG
void debug view();

#endif
6=6

DEBUG> ;
#endif
6=6

DataBase6877
Database.h7
methotsfor databaseclass7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#include ” ./Database.h ”687
initialize databaseof N samplesandn variables

796
int database::init(int N, int n) < DB.init(N,n); return 0; >687

getnumberof samplesN
796

int database::getN()< return DB.getN(); >687
getnumberof variablesn

796
int database::getn()< return DB.getM(); >687

get (i,j) element
796

int& database::operator() (int j, int k) < return DB(j,k); >687
queryfor numberof sampleswhereXi A xi.s& Pai A Pai.s

796
int database::query(nodeinfo& xi, nodeparents&Pai) <

int l,s,rec= 0;
forall data(l,DB) <

if (DB(l,xi.i) != xi.s) continue;
view parentsstate(s,Pai)

if (DB(l,Pai(s).i) != Pai(s).s) < rec––; break; >
rec++;>

return rec;>687
queryfor numberof sampleswhereXi A xi.s

796
int database::query(nodeinfo& xi) <

int l,rec= 0;
forall data(l,DB)

if (DB(l,xi.i) == xi.s) rec++;
return rec;>687
insertj-th sample

796
void database::insert(int j, vector: int ; & datum) <

if (datum.getN()== getn()) <
for(int k = 1; k : = getn();k++)

DB(j,k) = datum(k);
return ;>

cout ? "Error: sizes are not equal. @ n" ;
exit(9);>

#ifdef DEBUG687
view database

796
void database::debug view() <

if (getN() ; 0 && getn() ; 0) <
int j,k;
cout ? "- database --------------- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- -- - @ n" ;
forall data(j,DB) <

cout ? " @ ndatum " ? j ? " @ t C " ;
for(k = 1; k : = getn();k++)

cout ? DB(j,k) ? " " ;>
cout ? " @ n" ;> else <
cout ? "Database is empty. @ n" ;>>

#endif
6=6

DEBUG6877
Random.h7
randomnumbergenerator7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7
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796
#ifndef Randomgenerator
#define Randomgenerator

unsignedint rnd ();
unsignedint rnd (unsignedint N);
void randomize(unsignedint seed);
unsignedint get idum();

#endif
6=6

Randomgenerator6877
Random.cc7
randomnumbergenerator7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#include ” ./Random.h ”

static unsignedint idum = 0;687
randomnumbergenerator

796
unsignedint rnd () <

return (idum = 1664525
7

idum + 1013904223);>
unsignedint rnd (unsignedint N) <

return (rnd()% N);>687
randomizer

796
void randomize(unsignedint seed)<

idum = seed;>687
getcurrentidum

796
unsignedint get idum() <

return idum;>6877
Math.h7
mathfunctions7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#ifndef Math Functions
#define Math Functions

#include : math.h ;
float lngamma(float x);

#endif
6=6

Math Functions6877
Math.cc7
mathfunctions7
(c) 1997E.Papalini & M.Piccini7796

#include ” ./Math.h ”687
log(gamma(x))

796
float lngamma(float x) <6=6

basedupon6=6
NumericalRecipesin C6=6
alg. gammaln(6.1Gamma,Betaandrelatedfunctions214)6=6
1992,CambrigePress

doublea,b,c,d;
static doublecoef[6] = < 76.18009172947146,

-86.50532032941677,
24.01409824083091,

-1.231739572450155,
0.1208650973866179e-2,

-0.5395239384953e-5> ;
b = a= x;
c = a+ 5.5;
c -= (a+ 0.5)

7
log(c);

d = 1.000000000190015;
for (int i = 0; i : 6; i++) d += coef[i]

6
++b;

return -c + log(2.5066282746310005
7

d
6

a);>
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A.5 Classeper la gestionedelle reti di Bayes

La classeper la gestionedelle reti di Bayescontieneun puntatoreadun oggettodatabaseedun
grafo aciclico orientatonei cui nodi sonoregistrateinformazionidi tipo node type , che,come
abbiamovisto,corrispondonoalle tabelledi probabilit̀aassociateai nodi. Unadescrizionegrafica
di questaclassepuò essereosservatain figura7, in cui l’ellisse tratteggiataattornoa d a graph
indicachequestàeun templatedi classe.

database node_type

bayes_net

d_a_graph

is part ofis referred by

Figura7: Alberoparzialedelleclassidelprogetto,relativo alla classebayes net .

Oltreametodidi serviziopercollegarsiadundatabase(link database ), percancellarele ta-
belledi probabilit̀a (del prob tbls ) oppurel’intera strutturadellarete(clear net ), percopiare
unaretein un altro oggettodello stessotipo (overloaddell’operatore=), sonostateimplementate
le seguentiprocedure:

1. random net(int n,int max ri, float conn) chegeneraunaretecasualeaventen no-
di, con al più max ri stati associatia ciascunavariabile (la procedurasceglie a casoun
numerodi stati da2 a max ri ) e conunaprobabilit̀a cheesistaun arcofra un nodoedun
arcopari a conn . Il metodogeneraper prima cosaunastrutturacasuale,poi inizializza
le varie tabelledi probabilit̀a, chepoi riempiein modocasuale.Alla fine del processole
tabellevengononormalizzate.

2. sample(int n, database &db) chegeneran campionidella retecorrentee li registra
neldatabasedb. Il meccanismodi campionamentosi basasuunalgoritmoanalogoaquello
utilizzato per il controllo dell’aciclicità del grafo: vienefatto un ordinamentotopologico
dellaretea partiredanodi sorgenti,passandoperi loro figli e successivamentedai figli dei
figli e cos̀ı via. Ogni volta cheun nodovieneordinato,si generaunarealizzazionedella
variabilealeatoriacorrispondentetramiteil confrontodi un valorecasualeconle tabelledi
probabilit̀a del nodo.L’ordinamentotopologicoserve percampionarei nodi conun ordine
chegarantiscadi averetuttele informazionideipadridisponibili primadelcampionamento
effettivo delnodocorrente.

3. strct noise(float prob mod, float prob add) cheperturbala retecon unaproba-
bilit à prob mod per modificaregli archi esistentie prob add per aggiungerenuovi archi.
La perturbazionèe soltantostrutturale.Dopocheè avvenuta,le tabelledi probabilit̀a ven-
gonomodificateper esseredimensionalmentecoerenticon la retee ogni loro elementoè
annullato.

4. node score(node xi) checalcolail valoredella funzioneSCORErelativamentead un
uniconodo,utilizandola seguenteformula:
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SCOREi D mSEGF qi

∑
j H 1 I logΓ D αi j E�J logΓ D αi j K Ni j E
K r i

∑
k H 1

logΓ D αi jk K Ni jk E�J logΓ D αi jk EML (18)

La proceduracreaunoggettotemporaneoparents node contenentei datidelnodopassato
comeargomento.In questomodo,tramiteil meccanismodegli iteratori,la formula18 può
essereimplementatanelmodopresentatonei sorgenti,anostroavviso molto leggibile.

5. learn net strct(int max iter) che apprendela strutturadella rete tramite la proce-
dura illustrata nella figura 2. Inizialmentevengonocalcolati per ogni nodo i valori di
SCOREi D mSE e memorizzatiin un appositovettoredi n elementi. L’algoritmo entracos̀ı
neicicli di ricercain cui vengonoscanditiperprimi gli archinonancorapresentinellastrut-
tura: si valutail guadagnodi SCOREottenibiledaun loro inserimento(sequestoè possi-
bile, mantenendol’aciclicit à del grafo). Seil guadagnòe maggioredel massimoguadagno
trovatonellacorrenteiterazione,si salva la mossa.La stessaproceduravieneutilizzataper
ogni arcopresente,valutandoil guadagnodella cancellazionee dell’eventualeinversione
di verso. Alla fine del ciclo, seesisteunamossamigliore delle altre con un incremento
positivo del guadagno,si compie,aggiornandoal più gli SCOREi relativi ai nodi pozzoe
sorgentedelnuovo arco,sommandoadessila partedelguadagnorelativaal nodoin esame.
Questaricercaiterativa è proseguitafino a chenonsi raggiungeil massimonumerodi ite-
razionimax iter oppurefino a chenonesistepiù un’ulterioremossaa guadagnopositivo.
Unavoltaappresala struttura,le tabelledi probabilit̀a relativeaciascunnodovengonorese
compatibiliconla nuovarete.

6. learn prob tbls() cheapprendele tabelledi probabilit̀a associateadi nodi di unaparti-
colarestrutturadi rete.Taleapprendimentoavvieneutilizzandola formula12, calcolataper
ogni rigadi ciascunatabella(checorrispondeadunadataconfigurazionedeipadridelnodo
in esame),in mododacomputareprimail numeratoreepoi normalizzaretuttala rigaconla
sommadi tutti i numeratori.

La classesi concludeconduefunzioni friend definitepervalutarela bont̀adellereti ricono-
sciutenel casodi apprendimentodadatabaseD simulati. Questeaccettanoentrambein ingresso
dueoggettibayes net ecalcolanola differenzastrutturale(structural difference ) e la cross-
entropia(cross entropy ). Percalcolarela differenzastrutturale,vienecomputataper ciascun
nodola differenzasimmetrica,contandoil numerodei nodi padridel nodocorrentenella reteQ
chenon lo eranonella reteP e sommandoloal numerodei padri del nodocorrentenalla reteP
chenon lo sonopiù nella reteQ. La sommadi tutte le differenzesimmetricherestituscequella
strutturalefra i grafi.

Il calcolo della cross-entropiasi basainvecesulla seguenteformula, che rappresentauna
riscritturadella16.
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∑
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∏
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i N mQ E
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In sostanzavengonovagliatetuttele possibiliconfigurazionichei nodidellaretepossonoassume-
reeperciascunasi calcolal’addendocorrispondentedellaformula,utilizzandounoggettodi tipo
all nodes perimplementarein modotrasparentel’operazionedi ricercadellaconfigurazioneche

i nodipadriassumononelleduereti (rispettivamentepa jP

i epa jQ

i ) perogni variabile.
Si osservicheè statoimplementatoun metododebug view , del tutto provvisorio, cheresti-

tuisceil formatodellarete(strutturae tabelledi probabilit̀a) sul video. Esempidel suofunziona-
mentopossonoessereosservati nell’outputpresentenellasezione7. Questometodo,cometutti
gli altri denominatidebug , può essereesclusoin fasedi compilazionenondefinendola variabile
di preprocessoreDEBUG.R8SS

BayesNet.hS
bayesiannetworkclassS
(c) 1997E.Papalini & M.PicciniSS9R

#ifndef BayesianNetwork
#define BayesianNetwork

#include T iostream.h U
#include ” ./Vector.h ”
#include ” ./Matrix.h ”
#include ” ./C Queue.h ”
#include ” ./D A Graph.h ”
#include ” ./Nodes.h ”
#include ” ./Database.h ”
#include ” ./Math.h ”
#include ” ./Random.h ”

classbayesnet V
pri vate:

d a graphT nodetypeU DAG;
database
S
Data;

void del prob tbls();
float nodescore(nodexi);

R=R
DirichletBayesianscoreR=R

hp: alphaijk W alpha/ qi / ri

public:
float alpha;

R=R
equivalentsamplesize

#ifdef DEBUG
void debug viewer(int op);

R=R
DEBUG

#endif
R=R

DEBUG

#ifdef PROOF
void init();

#endif
R=R

PROOF

void clear net();R=R
void load(/

S
file
S
/); not implementedyetR=R

void save(/
S
file
S
/); not implementedyet

void randomnet(int n, int max ri = 5, float conn= 0.5);
void sample(int n, database&db);
void strct noise(float prob mod,float prob add);
void learnnet strct(int max iter);
void learnprob tbls();

void link database(database&db);
bayesnetoperator=(bayesnet&Obj);
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friend int structuraldifference(bayesnet&Prior, bayesnet&Post);
friend float crossentropy(bayesnet&Prior, bayesnet&Post);X

;

#endif
R=R

BayesianNetworkR8SS
BayesNet.ccS
general methodsfor bayesiannetworksS
(c) 1997E.Papalini & M.PicciniSS9R

#include ” ./Bayes Net.h ”R8S
generatea randomnetwork

S9R
void bayesnet::randomnet(int n, int max ri = 5, float conn= 0.5) V

edgee;
nodev;R=R

randomnetworkstructure
DAG.init(n);
forall missingedges(e,DAG) V

float prob= rnd(1000)
R
1000.0;

if (prob T = conn)
if (rnd(2)== 1)

DAG.acyclic setedge(e.s,e.t);
else

DAG.acyclic setedge(e.t,e.s);XR=R
randomnumberof statesfor variables

forall nodes(v,DAG) V
DAG(v).i = v;
DAG(v).ri = rnd(maxri - 1) + 2;XR=R
randomprobability tables

forall nodes(v,DAG) V
nodew;
int qi = 1;

if (DAG.nPa(v) U 0)
forall parents(w,v,DAG)

qi
S W DAG(w).ri;

DAG(v).P.init(qi,DAG(v).ri);

for (int j = 1; j T = qi; j++) V
float tot = 0;
for (int k = 1; k T = DAG(v).ri; k++)

tot += DAG(v).P(j,k)= (rnd(10)+1);
for (int k = 1; k T = DAG(v).ri; k++)

DAG(v).P(j,k)/= tot;XXXR8S
samplethenetwork:putn samplesin database”db”

S9R
void bayesnet::sample(int n, database&db) V

vectorT int U nParents;
c queueT int U orphans;
vectorT int U sample;

nodev, w;

link database(db);
nParents.init(DAG.getN());
orphans.init(DAG.getN());
sample.init(DAG.getN());
DataY init(n,DAG.getN());

R=R
initialize DB

for (int counter= 1; counterT = n; counter++) VR=R
baseduponR=R
A.B.Kahn,Topological Sortingof Large Networks,R=R
Communicationsof theACM, vol.5,558-562,1962R=R

precondition:N U 1
nParents.set(0);
sample.set(0);
orphans.init();

forall nodes(v,DAG)
if ((nParents(v)= DAG.nPa(v))== 0) orphans.push(v);

while (!orphans.empty())V
int j = 1;
float cum prob= 0;
float prob= rnd(1000)

R
1000.0;

v = orphans.pop();R8S
sampling

S9R
if (DAG.nPa(v) U 0) V R=R parentsconfigurationalreadysampled

nodeparentsPav(v,DAG);
for(int s= 1; s T = Pav.getN();s++)

Pav(s).s= sample(Pav(s).i);
j = Pav.getj();X
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for(int k = 1; k T = DAG(v).ri; k++)
R=R

get currentvariablesample
if (prob T = (cum prob+= DAG(v).P(j,k))) V sample(v)= k; break;

X
forall children(w,v,DAG)

if (––nParents(w)== 0) orphans.push(w);X
DataY insert(counter,sample);

R=R
inserta new datumXXR8S

link an existingdatabase
S9R

void bayesnet::link database(database&db) V Data= &db;
XR8S

copyoperator
S9R

bayesnetbayesnet::operator=(bayesnet&Obj) V
if (Obj.DAG.getN() U 1) V

nodev;
edgee;

Data= Obj.Data;
R=R

copypnt to DataBase
DAG.init(Obj.DAG.getN());

R=R
init graph

forall edges(e,Obj.DAG)
R=R

copygraphedges
DAG.setedge(e);

forall nodes(v,Obj.DAG) V R=R copygraphnodes
DAG(v).i = Obj.DAG(v).i;
DAG(v).ri= Obj.DAG(v).ri;
DAG(v).P.init(Obj.DAG(v).P.getN(),Obj.DAG(v).P.getM());

R=R
copyprob.

for(int i = 1; i T = DAG(v).P.getN();i++)
for(int j = 1; j T = DAG(v).P.getM(); j++)

DAG(v).P(i,j) = Obj.DAG(v).P(i,j);X
return
S
this;X

cout Z "Error: Object not inizialized. [ n" ;
exit(1);XR8S
noiseperturbationof currentnetstructure

S9R
void bayesnet::strctnoise(float prob mod,float prob add) VR=R

prob mod: probabilityof changingan edgeR=R
prob add: probability of addinganedge
float prob;
edgee;
bayesnetaux;

aux=
S
this;

forall edges(e,aux.DAG) V R=R noiseon edgesalreadypresent
prob= rnd(1000)

R
1000.0;

if (prob T = prob mod)
if (rnd(2)== 1)

DAG.del edge(e);
else

DAG.acyclic setedge(e.t,e.s);X
forall missingedges(e,DAG) V R=R insertnew edges

prob= rnd(1000)
R

1000.0;
if (prob T = prob add)

if (rnd(2)== 1)
DAG.acyclic setedge(e.s,e.t);

else
DAG.acyclic setedge(e.t,e.s);X

del prob tbls();XR8S
deleteprobability tabels

S9R
void bayesnet::delprob tbls() V

int qi;
nodev,w;

forall nodes(v,DAG) V
DAG(v).i = v;
qi = 1;
if (DAG.nPa(v) U 0)

forall parents(w,v,DAG)
qi
S W DAG(w).ri;

DAG(v).P.init(qi,DAG(v).ri);
DAG(v).P.set(0);XXR8S

clearall edges
S9R

void bayesnet::clearnet() V
nodev;
edgee;

forall nodes(v,DAG) V
DAG(v).i = v;
forall edges(e,DAG)

R=R
clear all edges

DAG.del edge(e);
DAG(v).P.init(1,DAG(v).ri);
DAG(v).P.set(0);XX
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#ifdef DEBUGR8S
view networkstructure& probability tables

S9R
void bayesnet::debug viewer(int op) V

if (DAG.getN() U 0) V
nodev;
edgee;

cout Z "# Nodes : " Z DAG.getN() Z " [ n" ;
cout Z " [ n- edeges list ------------- -- -- -- -- -- -- -- -- --- -- - [ n" ;
forall edges(e,DAG)

cout Z e.s Z " - U " Z e.t Z " [ n" ;
if (op== 0) return;
cout Z " [ n- nodes tables -------------- -- -- -- -- -- -- -- --- -- - [ n" ;
forall nodes(v,DAG) V

if (DAG.nPa(v) != 0) V
nodeparentsPav(v,DAG);
int j,s;
cout Z "
S
Node " Z DAG(v).i ;

cout Z " with " Z DAG(v).ri Z " states & " Z DAG(v).P.getN() Z " parents config. [ n" ;
view parentsstate(s,Pav)

cout Z Pav(s).i Z " " ;
cout Z " \ " ;
for(int k = 1; k T = DAG(v).ri; k++)

cout Z k Z " " ;
cout Z " [ n" ;
for(int k = 1; k T = (9

S
DAG(v).ri+2

S
DAG.nPa(v)+1);k++)

cout Z "-" ;
cout Z " [ n" ;
forall parentsstates(j,Pav) V

view parentsstate(s,Pav)
cout Z Pav(s).s Z " " ;

cout Z " \ " ;
cout.setf(ios::showpoint \ ios::fixed);
for(int k = 1; k T = DAG(v).ri; k++)

cout Z DAG(v).P(j,k) Z " " ;
cout Z " [ n" ;
cout.unsetf(ios::showpoint \ ios::fixed);XX

else V
cout Z "
S
Node " Z DAG(v).i ;

cout Z " with " Z DAG(v).ri Z " states [ n" ;
for(int k = 1; k T = DAG(v).ri; k++)

cout Z k Z " " ;
cout Z " [ n" ;
for(int k = 1; k T = (9

S
DAG(v).ri+1);k++)

cout Z "-" ;
cout Z " [ n" ;
cout.setf(ios::showpoint \ ios::fixed);
for(int k = 1; k T = DAG(v).ri; k++)

cout Z DAG(v).P(1,k) Z " " ;
cout Z " [ n" ;
cout.unsetf(ios::showpoint \ ios::fixed);XXX

else V
cout Z "Bayesian Network is empty. [ n" ;XX

#endif
R=R

DEBUG

#ifdef PROOFR8S
CollegePlansBN initialization

S9R
void bayesnet::init() V

DAG.init(5);
DAG(1).i = 1;
DAG(1).ri = 2;
DAG(2).i = 2;
DAG(2).ri = 4;
DAG(3).i = 3;
DAG(3).ri = 4;
DAG(4).i = 4;
DAG(4).ri = 2;
DAG(5).i = 5;
DAG(5).ri = 2;X

#endif
R=R

PROOFR8SS
DB score.ccS
general methodsfor calculatingscore onbayesiannetworksS
(c) 1997E.Papalini & M.PicciniSS9R

#include ” ./Bayes Net.h ”R8S
calculatebayesian-dirichletscore

S9R
float bayesnet::nodescore(nodev) V

float tot = 0;
nodeinfo xi;

xi.i = v;

33



xi.ri = DAG(v).ri;
xi.s = 0;

if (DAG.nPa(xi.i) U 0) V R=R xi hassomeparents
int j,Nij,Nijk;
nodeparentsPai(xi.i,DAG);

forall parentsstates(j,Pai) V
Nij = 0;
forall nodestates(xi.s,xi)V

Nij += Nijk = DataY query(xi,Pai);
tot += lngamma(alpha

R
Pai.getQ()

R
xi.ri + Nijk) -

lngamma(alpha
R

Pai.getQ()
R

xi.ri);X
tot += lngamma(alpha

R
Pai.getQ())-

lngamma(alpha
R

Pai.getQ()+ Nij);XX
else V R=R xi hasn’t anyparent

int Nik, Ni;

Ni = 0;
forall nodestates(xi.s,xi)V

Ni += Nik = DataY query(xi);
tot += lngamma(alpha

R
xi.ri + Nik) - lngamma(alpha

R
xi.ri);X

tot += lngamma(alpha)- lngamma(alpha+ Ni);X
return tot;XR8S
learnprobability tablesusingdirichletapproch

S9R
void bayesnet::learnprob tbls() V

nodev;
forall nodes(v,DAG) V

nodeinfo xi;

xi.i = v;
xi.ri = DAG(v).ri;
xi.s = 0;

#ifdef DEBUG
cout Z " Learning prob. tables for node " Z v Z " [ n" ;

#endif
R=R

DEBUG

if (DAG.nPa(xi.i) U 0) V R=R xi hassomeparents
int j,Nij,Nijk;
nodeparentsPai(xi.i,DAG);

forall parentsstates(j,Pai) V
Nij = 0;
forall nodestates(xi.s,xi)V

Nij += Nijk = DataY query(xi,Pai);
DAG(v).P(j,xi.s)= Nijk + alpha

R
Pai.getQ()

R
DAG(v).ri;X

forall nodestates(xi.s,xi)V R=R normalization
DAG(v).P(j,xi.s)/= (Nij + alpha

R
Pai.getQ());XXX

else V R=R xi hasn’t anyparent
int Nik, Ni;

Ni = 0;
forall nodestates(xi.s,xi)V

Ni += Nik = DataY query(xi);
DAG(v).P(1,xi.s)= Nik + alpha

R
DAG(v).ri;X

forall nodestates(xi.s,xi)V R=R normalization
DAG(v).P(1,xi.s)/= (Ni + alpha);XXXXR8SS

Hill Climbing.ccS
methodfor structural search (bayesiannetworks)S
(c) 1997E.Papalini & M.PicciniSS9R

#include ” ./Bayes Net.h ”

void bayesnet::learnnet strct(int max iter) V
int counter;
nodev;
edgee,new edge;
enum V null = 0, add,inv, del

X
bestmove;

float tot, delta,max delta;
float delta s,delta t, max delta s,max delta t;
vectorT float U currentscore;

currentscore.init(DAG.getN());R=R
initialize structures
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forall nodes(v,DAG)
currentscore(v)= nodescore(v);R=R
iteration

for (counter= 1; counterT = max iter; counter++)V
#ifdef DEBUG

cout Z " " Z counterZ " ] search iteration:" ;
R=R

DEBUG
cout.setf(ios::showpoint \ ios::fixed \ ios::unitbuf);

R=R
DEBUG

tot = 0;
R=R

DEGUB
forall nodes(v,DAG)

R=R
DEBUG

tot += currentscore(v);
R=R

DEBUG
cout Z " current score W " Z tot;

R=R
DEBUG

#endif
R=R

DEBUG

max delta= max delta s= max delta t = 0.0;
new edge.s= 0; new edge.t= 0;
bestmove= null;R=R

scoreall posssiblesinglechange
forall missingedges(e,DAG) VR=R

insertedge: e.se.t W#U e.s- U e.t
if (DAG.acyclic setedge(e.s,e.t))V

delta= nodescore(e.t)- currentscore(e.t);
if (delta U max delta) V

max delta= delta;
new edge.s= e.s;new edge.t= e.t;
bestmove= add;X

DAG.del edge(e.s,e.t);XR=R
insertedge: e.se.t W#U e.s T - e.t

if (DAG.acyclic setedge(e.t,e.s))V
delta= nodescore(e.s)- currentscore(e.s);
if (delta U max delta) V

max delta= delta;
new edge.s= e.t;new edge.t= e.s;
bestmove= add;X

DAG.del edge(e.t,e.s);XX
forall edges(e,DAG) VR=R

deleteedge: e.s- U e.t W#U e.se.t
DAG.del edge(e.s,e.t);
delta= nodescore(e.t)- currentscore(e.t);
if (delta U max delta) V

max delta= delta;
new edge.s= e.s;new edge.t= e.t;
bestmove= del;X

DAG.setedge(e.s,e.t);R=R
revertedge: e.s- U e.t W#U e.s T - e.t

if (DAG.acyclic setedge(e.t,e.s))V
deltas= nodescore(e.t)- currentscore(e.t);
delta t = nodescore(e.s)- currentscore(e.s);
delta= delta s+ delta t;
if (delta U max delta) V

max delta= delta;
max deltas = delta s; max delta t = delta t;
new edge.s= e.t;new edge.t= e.s;
bestmove= inv;X

DAG.setedge(e.s,e.t);XX
if (max delta U 0) V R=R performbestchange& updatecurrentscore

#ifdef DEBUG
cout Z " ^ " Z max delta;

R=R
DEBUG

cout.unsetf(ios::showpoint \ ios::fixed \ ios::unitbuf);
R=R

DEBUG
#endif
R=R

DEBUG

switch(bestmove) V
caseadd:

DAG.setedge(new edge);
currentscore(new edge.t)+= max delta;

#ifdef DEBUG
cout Z " (add: " Z new edge.sZ " - U " Z new edge.tZ " ) [ n" ;

R=R
DEBUG

#endif
R=R

DEBUG

break;
caseinv:

DAG.setedge(new edge);
currentscore(new edge.s)+= max delta s;
currentscore(new edge.t)+= max delta t;

#ifdef DEBUG
cout Z " (rev: " Z new edge.sZ " - U " Z new edge.tZ " ) [ n" ;

R=R
DEBUG

#endif
R=R

DEBUG

break;
casedel:
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DAG.del edge(new edge);
currentscore(new edge.t)+= max delta;

#ifdef DEBUG
cout Z " (del: " Z new edge.sZ " -X " Z new edge.tZ " ) [ n" ;

R=R
DEBUG

#endif
R=R

DEBUG

break;
default:

cout Z "Error: Undef. move. [ n" ;
exit(10);XX

else V
#ifdef DEBUG

cout.unsetf(ios::showpoint \ ios::fixed \ ios::unitbuf);
R=R

DEBUG
cout Z " No better changes. [ n" ;

R=R
DEBUG

#endif
R=R

DEBUG

break;XX
#ifdef DEBUG
if (counterU max iter)

cout Z " Max iteration reached. [ n" ;
#endif
R=R

DEBUG
del prob tbls();XR8SS
Measures.ccS
methodsfor resultsevaluationS
(c) 1997E.Papalini & M.PicciniSS9R

#include ” ./Bayes Net.h ”R8S
computestructural differencebetweentwo bayesiannetworkson X

S9R
int structuraldifference(bayesnet&Prior, bayesnet&Post) V

nodev,s,t;
int c, tot = 0;

forall nodes(v, Post.DAG) V
if (Post.DAG.nPa(v) != 0 && Prior.DAG.nPa(v) != 0) V

nodeparentsPai(v,Post.DAG), Prior Pai(v,Prior.DAG);

view parentsstate(s,Pai) VR=R
countparentsof v which weren’t its parentsin Prior (1)
c = 1;
view parentsstate(t,PriorPai)

if (Pai(s).i== Prior Pai(t).i) V c = 0; break;
X

tot += c;X
view parentsstate(s,PriorPai) VR=R

countparentsof v in Prior which aren’t its parentsnow(2)
c = 1;
view parentsstate(t,Pai)

if (Prior Pai(s).i== Pai(t).i) V c = 0; break;
X

tot += c;XX
else V

if (Post.DAG.nPa(v) != 0) tot += Post.DAG.nPa(v);
if (Prior.DAG.nPa(v) != 0) tot += Prior.DAG.nPa(v);XX

return tot;
R=R

(1) ^ (2) forall nodesXR8S
computecrossentropybetweentwobayesiannetworksonX

S9R
float crossentropy(bayesnet&Prior, bayesnet&Post) V

int dummy;
nodev;
all nodesaux nodes(Prior.DAG,Post.DAG);
float totP, totQ, tot = 0.0;

forall nodesstates(dummy,auxnodes)V
totP= totQ= 1;
forall nodes(v,Post.DAG) V

totP
S W (Prior.DAG(v).P(auxnodes.getjP(v),auxnodes(v).s));

totQ
S W (Post.DAG(v).P(auxnodes.getjQ(v),auxnodes(v).s));X

tot += (totP
S

(log(totP)- log(totQ)));X
return tot;X
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A.6 Esempidi funzioni main()

Perconcluderelanostrapresentazionedell’implementazione,eccodueesempidi funzionimain() .
Il primo implementaun semplicecomandoin lineaa cui possonoessereforniti diversiparametri
e cheda comerisultatol’output a video della proceduradi apprendimentodi unaretesimulata.
Un esempio,leggermentemodificato,si trovanellasezione6.

Il secondocaricail databasedi Sewell e Shahedattual’apprendimentoa partiredaunaprior
networkvuota.Nellasezione7 vi è riportatoil suooutput.R8SS

Test.ccS
mainfor evaluationon simulatedbayesiannetworksS
(c) 1997E.Papalini & M.PicciniSS9R

#include T stdlib.h U
#include T iostream.h U
#include ” ../Bayes Net.h ”

int main(int argc,char
S

argv[ ]) V
unsignedint last idum;
bayesnetgold net,net;
databasesamples;

if (argc== 2) V
cout Z "USAGE: T # nodes U_T # max states U`T conn. prob. Ua[=[=[ n" ;
cout Z " T # samples Ua[=[=[ n" ;
cout Z " T noise mod. prob. U_T noise add prob. U ( T 0 UaT 0 U for empty prior network) [=[=[ n" ;
cout Z " T eq. sample size Ub[=[=[ n" ;
cout Z " T # max of iterations U_[ n" ;

return 0;X
cout Z " [ n [ n ^ net initialize ^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^c^�^c^�^c^�^�^c^�^c^�^c^�^c^�^�^c[ n" ;

if (argc U 3)
gold net.randomnet(atoi(argv[1]), atoi(argv[2]), atof(argv[3]));

else
gold net.randomnet(5,4, 0.5);

last idum = get idum();
if (argc U 4)

gold net.sample(atoi(argv[4]), samples);
else

gold net.sample(5000,samples);

net= gold net;
randomize(lastidum);

if (argc U 6)
if ( atof(argv[5]) == 0.0&& atof(argv[6]) == 0.0)

net.clearnet();
else

net.strctnoise(atof(argv[5]), atof(argv[6]));
else

net.strctnoise(0.2,0.3);

if (argc U 7)
net.alpha= atof(argv[7]);

else
net.alpha= 8.0;

cout Z " [ nGOLD NETWORK:[ n" ;
gold net.debug viewer(1);
cout Z " [ nPRIOR NETWORK:[ n" ;
net.debug viewer(0);
cout Z " [ n PRIOR NETWORKvs GOLD NETWORK[ n" ;
cout Z " structural-dif fe re nc e measure: " Z structuraldifference(goldnet,net)Z " [ n" ;

cout Z " [ n [ n ^ learning ^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^c^�^c^�^c^�^�^c^�^c^�^c^�^c^�^�^c^�^c^�^c^�^c[ n" ;

cout Z "- structure - [ n" ;
if (argc U 8)

net.learnnet strct(atoi(argv[8]));
else

net.learnnet strct(10);

cout Z "- prob. tables - [ n" ;
net.learnprob tbls();

cout Z " [ n [ n ^ results ^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^c^�^c^�^c^�^c^�^�^c^�^c^�^c^�^c^�^�^c^�^c^�^c^�^c[ n" ;
cout Z " [ n LEARNEDNETWORK:[ n" ;
net.debug viewer(1);
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cout Z " [ n LEARNEDNETWORKvs GOLD NETWORK[ n" ;
cout Z " structural-dif fe re nc e measure: " Z structuraldifference(goldnet,net)Z " [ n" ;
cout Z " cross-entropy measure: " Z crossentropy(gold net,net)Z " [ n" ;XR8SS
Test.ccS
mainfor evaluationon ”CollegePlans” databaseS
(c) 1997E.Papalini & M.PicciniSS9R

#include T iostream.h U
#include T fstream.h U
#include ” ../Bayes Net.h ”

int main() V
bayesnetnet;
int number= 0;
int firstj = 1;
vectorT int U datum;
databaseCollegePlans;
ifstreamin("MyTable.txt" );

datum.init(5);
CollegePlans.init(10416,5);

cout Z " [ n [ n ^ reading database ^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^c^�^c^�^�^c^�^c^�^c^�^c^�^�^c^�[ n" ;
cout Z " [ n College Plans [ n" ;
cout Z " Sewall & Shah, (c) 1968 The University of Chicago. [ n" ;
for(int sex = 1; sex T = 2; sex++)

for(int ses= 1; sesT = 4; ses++)
for(int iq = 1; iq T = 4; iq++)

for(int pe= 1; pe T = 2; pe++)
for(int cp= 1; cp T = 2; cp++) V

in d number;
datum(1)= sex;
datum(2)= ses;
datum(3)= iq;
datum(4)= pe;
datum(5)= cp;
for(int j = firstj; j T (firstj + number);j++)

CollegePlans.insert(j,datum);
firstj += number;X

in.close();

net.init();
net.clearnet();
net.link database(CollegePlans);
net.alpha= 8.0;
cout Z " [ n [ n ^ learning ^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^c^�^c^�^c^�^�^c^�^c^�^c^�^c^�^�^c^�^c^�^c^�^c^�[ n" ;

cout Z "- structure - [ n" ;

net.learnnet strct(40);

cout Z "- prob. tables - [ n" ;
net.learnprob tbls();

cout Z " [ n [ n ^ results ^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^�^c^�^c^�^c^�^�^c^�^c^�^c^�^c^�^�^c^�^c^�^c^�^c^�[ n" ;
cout Z " [ n LEARNEDNETWORK:[ n" ;
net.debug viewer(1);
return 0;X
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B Notazione
X1 N P�P�P N Xn Variabili aleatorieoppurei loro nodi corrispondentiin una

retedi Bayes.
X Insiemedi variabili oppureinsiemedi nodi.

Xi F xk
i VariabilealeatoriaXi cheassumelo statox j

i .
M La variabilealeatoriacherappresental’incertezzasulmodello.
m Un particolaremodellorealizzazzionedi M .

Tm La variabilealeatoriacherappresental’incertezzasuiparametri
delmodellom.

θm Un particolareinsiemedi parametrirealizzazionedi Tm.
D Databasedi esempi.
xl l -esimocasoall’internodeldatabaseD.
N Numerodi esempiin undatabaseD.

p D x Q yE Probabilit̀a cheX F x quandòenotocheY F y edil restononè
rilevante.Attenzione:lo stessosimboloèancheusatoperdescrivere
densit̀adi probabilit̀apervaribili continueedistribuzionidi
probabilit̀a.

S Unastrutturadi unaretedi Bayescorrispondenteadungrafo
direttoaciclico.

P Un insiemedi distribuzioni locali di probabilit̀aassociate
ai nodidi unaretedi Bayes.

mS ModellodescrittodallastrutturaSdellaretedi Bayes.
p D Xi Q Pai N MS N TmSE Distribuzionelocaleassociataal nodoXi dellaretedi Bayes.

Pai Le variabili o i nodi checorrispondonoai padridi Xi nella
retedi Bayes.

pai Unaconfigurazionedellevariabili Pai .
r i Numerodi statidellavariabilealeatoriadiscretaXi .
qi Numerodi configurazionidellevariabili aleatoriediscretePai .
n Numerodi nodi in unaretedi Bayes.

θi jk Il parametrodelladistribuzionemultinomialecorrispondentealla
probabilit̀a p D Xi F xk

i Q Pai F pa j
i E .

θi j Ffe θi j1 N P�P�P N θi jr i g .
θi Ffe θi1 N P�P�P N θiqi g .
θs Ffe θ1 N P�P�P N θn g .

Γ D nE F h ∞
0 xn i 1ei xdx funzionegammadi Eulero.

α Dimensionedi un campioneequivalente.
Dir D θi j N αi j1 N P�P�P N αi jr i E Distribuzionedi Dirichlet.

αi jk Iperparametridelladistribuzionedi dirichlet corrispondentia θi jk.
αi j F ∑r i

k H 1αi jk.
Ni jk Numerodi campioniin D tali cheXi F xk

i ePai F pai .
Ni j F ∑r i

k H 1Ni jk.
δi Differenzasimmetricafra i padridi Xi in duedifferentireti di Bayes.
δ Differenzastrutturalefra duereti di Bayes.j
A Numerodi elementidell’insiemeA.

H D PN QE Cross-entropiafra le tabelledi probabilit̀aassociatealle
reti di BayesP eQ.
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