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Sommario

Lereti di Bayessonomodelligrafici di probabilita in cuii nodirap-
presentanovariabili aleatoriee gli archi le dipendenzeausalifra
variabili. Questarelazionedescrivecomeapprendee la struttura
graficae la distribuzionedi probabilita connessella retea parti-
re da un databasedi realizzazionidelle variabili. Viene presentata
unatecnicabasatasu due passi: nel primo passovieneappresala
struttura selezionandal modellografico che massimizzaina ap-
propriatafunzionedi costo,nel secondorengonacappresele tabelle
di probabilith associatea ciascunnodotramiteun approccio Baye-
siano. Sonoillustrati i fondamentteorici della metodol@ia e ri-
sultati ottenutiapplicandolaa databaseprovenientisia da processi
simulatichereali.

1 Apprendimentobayesiano

Supponiamodi avere un insieme di variabili aleatorie
X = {Xi,...,Xn} ed un insiemedi loro realizzazioniD =
{X1,...,Xn}, dettodatabaseali esempi. Supponiamache sia
ignotoil modellom che descre tale insiemedi variabili e
siaignotala distribuzionedi probabilié congiuntadi questo
insieme.Denotiamaguestalistribuzioneconp(X | 6, m), do-
ve 0 rappresenta parametridel modellom. Il problemada
risolvereé quellodi stimarela distribuzione ,notoil database
D.

La distribuzionecongiuntadi X puo esserenodellatacon
unaretebayesianaQuesteconsistan un grafodirettoacicli-
co S(dettostruttura) in cui ogninodoé associat@dun’unica
variabile aleatoriaX; e ogni arcorappresentda dipendenza
condizionaléfra i nodi cheunisce. Inoltre unaretedi Bayes
contieneun insiemeP di distribuzionilocali di probabilita,
ciascunassociatad unavariabilealeatoriaX; e condiziona-
ta dalle variabili corrispondentiai nodi sogenti degli archi
entrantinel nodoX;.

La presenzali un arcodal nodoX; al nodoX; puo esse-
re interpretatacomeil fatto che X; sia causadirettadi X;.
Possiam@ensarainaretedi Bayescomeun modelloperla
distribuzionedelle variabili aleatoriein X, chiamandamg il
modellorelativo adunastrutturaS e definendd parametriad
essaassociattomed = {04, ...,6,}. Il simbolo6; rappresen-
tail vettoredi parametrirelativo alla distribuzionelocale di
probabilia riferita a X, indicatacon p(X | Pa;), ove Pag e
l'insiemedeinodipadridel nodoi—esimo.

La coppia(S, P) codificain modounivoco p(X), datoche
la distribuzionedi probabilita congiuntasu X & fattorizzabile
come

p(X|06,mg) = [l p(X | Pa;, 6, ms) 1

L’approcciobayesianger risolvereil problemadi stima
propostoprevededi definire una variabile aleatoriadiscre-
ta M i cui stati sonoi possibilims, che codifical'incertez-
zasullastrutturadel modellotramitela distribuzionedi pro-
babilita a priori p(M = ms). Inoltre, per ogni modello ms
viene definita unavariabile aleatoriacontinuaT che codifi-
cai possibilivalori chei suoi parametripossoncassumere,
con un incertezzaa priori datadalla densi di probabilia
p(T =8|ms).

Datoundatabasei esempD, il teoremaldi Bayespermet-
te di calcolarde distribuzionia posterioriperle duevariabili
aleatorie,p(ms | D) e p(6 | ms,D). Dopoaver sceltounadi-
stribuzionea priori per X, condizionataal modelloed ai suoi
parametrip(x | 8, mg), lastimadelladistribuzioneaposteriori
sitrovacalcolanddl valoreattesadel prior rispettop(ms| D)
ep(0|D,ms):

p(x|D) = Y p(ms| D) [ p(x| &.ms)p(®| D.m5)d8  (2)

Purtroppoquestoapprocciobayesianguro non pud esse-
re applicatonel casodell’apprendimentalellereti bayesiane,
datocheil numerodeipossibilimodellirendeil calcolodella
sommatoridntrattabile. Si aggirail problemafacendd’ipo-
tesichela distribuzionep(ms | D) sialocalizzataattornoad
un particolaremodellors. In questocaso,unavolta sele-
zionatoms, la stimadella distribuzionea posterioridi X si
riducea:

p(x| D.img) = [ p(x | 6.M)p(6| D.iMs)dB  (3)
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Figural: Schemadellarelazionefra un nodoedi padriin una
genericaetebayesiana.



Perselezionaréhs si introduceunafunzionecheapplicata
adunmodellorestituiscaun“punteggio” chesiatantopiti alto
quantoil modelloé piu prossimoa hs. E naturaleutilizzare
unafunzioneSCOREms) derivatadap(ms| D), solitamente
il suologaritmo,cheperil teoremadi Bayespud esseranesso
in relazioneconle distribuzioniapriori delmodelloe deidati:

SCOREmMg)

logp(ms| D)
log p(ms) +logp(D | ms) —
logp(D | ms)

logp(D)
4

12

L'approssimazioneompiutaderiva dal fatto chelogp(D) e
unacostante cheil prior sulmodellolog p(ms) pud anch’es-
soessersuppostaostantesesi fal'ipotesi cheognimodello
siaequiprobabilgcompletaignoranzaa priori sulmodello).

Perpotermassimizzar6SCOREmg) debbonoesserecal-
colatele distribuzioni p(D | ms). Perpoterstimarela distri-
buzionedi X e necessarid computodi p(x | D, ms). Il loro
calcolopuo essercompiutoin formachiusaapplicandde se-
guentiipotesisulla rete bayesiana sul databaseli esempi
D.

hpl. OgnivariabileX; & discreta(pud assumergli statixlk, conk=

1,...,1j) ela suadistribuzionelocaledi probabilita & unacolle-

zionedi distribuzionimultinomiali p(x | pa/, 6;, ms) = 6;jk >

0 unaperognlstatopa1 dellevariabili padri(j = 1,...,q; con

= [Tx.cPa s) tali chezk 19,,k_1 Vi, j. Definiamoanche

duevettorl di parametrij; = {G,Jk}k €6 = {9'1}1 1 per
semplificarda notazione.

hp2. | parametri 6;; sono mutuamenteindipendenti Cio
comporta, come illustrato in [1], che il problema di-
viene separabile neI senso espresso dall’equazione

P(Bs| ms) = M1 [1{_, P(8ij | Ms).
Ogni insiemedi parametrif;j ha come distribuzionela co-

niugata della distribuzione della variabile X; corrisponden-

te. In questocasoe la distribuzione di Dirchlet, p(6;j |
mg) O |‘|k 1 ﬂ'l‘(k ! ove gli ajjx sonodegli iperparametriella

distribuzione tali cheajjx > 0 Vi, j,kecheajj = ZE:laijk'

hp3.

hp4. D e complete quindinonci sonoosserazionimancanti.

hp5. II campioneD deve essereestrattoda un fenomenoil cui

modelloé unastrutturaS di unaretedi Bayes.

Sottoquestapotesiin [2] sonoriportatii seguentirisultati:

LA T(aj) & T(aijk+Nij)
p(D|m i j j 5
ms) rlrl I (aij+ Nij) kﬂl r(dij) ©)
Qijk + Nijk

p( | pa),D.mg) = )

aijj + Nij

ove Nijjx € il numero deIIe_ volte che nel databaseD
si ha X = XX e Pg = pa/, mentre N;j = Zf:lNijk-
Dall' equazioné& éimmediatoricavarecheSCOREms) pud
esserecalcolatocome

< o (i)
i;jgllogr(aiJ+Nii)

d I (ctijk+ Nijk)

+ lo
k; 9 T (o)

SCORHEMmg) =

@)

Per poter avere una formula computabilebisogna asse-
gnare dei valori agli ajjk. Questi iperparametricodifi-
cano la conoscenzaa priori che l'utente ha sui parame-
tri delle probabilia associatealla rete. Dato che ab-
biamo suppostouna completa ignoranza e logico porre
Qijk = gr % chederivadaa; = Z Z |r. = qa, interpreta-
bile comel equiprobabilia di ogn| |stanzadello spaziodelle
probabilia congiuntesu X; e Pa;. Restacos daassgnare
un unico“iper”iperparametrax chein letteraturaé chiamato
dimensionali un campionesquivalente

Abbiamo tutti gli elementiper presentareuno schema
della proceduradi apprendimentali unarete bayesianada
un databaseéD di esempi,cherisolve il problemadi stima
proposto.

Proceduradi stima della distrib uzionedi
probabilita congiuntadi X.

passol: trovare,tramiteunopportuncalgoritmodi ricerca,la strut-
turarhs chemassimizze&8COREms), dopoaver assgnatoun
opportunoa.

passo2: calcolare la distribuzione a posteriori
p(X | Pa,D,Mms) per ciascuno stato di ogni variabile
X;, in modo da ottenerele stime peri valori contenutinelle
tabelledi probabilitiassociate ciascumodo.

Peravereuno schemadi apprendiment@ompleto,manca
solola definizionedi unametodologiadi ricercanello spazio
dellestrutturedellereti bayesianassociatall'insiemedi va-
riabili aleatorieX. Seguendoai risultati espostiin [3] & stata
sceltaunaprocedurai ricerca“hill-climbing” percercaredi
massimizzaréa funzioneSCOREms).

Sceltaunastruttura$S € possibilevalutareil guadagnadi
SCOREche si ha per ogni possibilevariazioneelementare
degli archi,in mododamanteneréaciclicitadelgrafo. Que-
stevariazionisonol'aggiuntadi un arcofra duenodi mutua-
menteindipendentija cancellazionali un arcofra duenodi
dipendentijl cambiamentdali versodi un arcofra duenodi.

Sfruttandal fattochela funzionedi costodescrittadall’e-
guazione’ pud esserescompostanellasommadi n addendi,
ciascunaassociatad un nodoX; edai suoipadriPa;, la va-
riazionedi un soloarcodellastrutturaSinfluiraal pit sudue
addendirelatii ai nodi soigentee pozzodell’arcovariato.In
particolarecio accadesoltantoseun arcodellastrutturaviene
invertito. Negli altri casié sufficientecalcolarela variazione
dell'addendaelativo al nodopozzodel nuovo arco.

Dopoaver calcolatotuttele variazionielementarpossibili
si effettua,seesisteguellacheporterebbain guadagn@osi-
tivo maggiore.ll nuovo SCOREvieneaggiornatce si reitera
il procedimento.La ricercaterminanel casoin cui nessuna
modificafacciaaumentardo SCOREoppurese vienerag-
giuntoil limite massimodel numerodi iterazioni possibili.
Lo schemadellaprocedurali ricercaappenasspostasi trova
in figura2.

Questdtipo di approccionecessitali un grafodi partenza.
Candidatiper questopossoncesserdl grafo privo di archi,
checodificala completaignoranzasulle relazionicheinter-
corronofra le variabili, un grafo aciclico costruitoinseren-
do archiin modocasualeoppureunarete cherappresentia
conoscenza priori possedutaul dominiodel problema.
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Figura 2. Schemadella ricerca Hill-Climbing in uno spaziodi grafi
associatareti bayesiane.

2 Risultati dareti simulate

Quantcespostmellaprecedentsezione statoimplementato
utilizzandoil linguaggioC++ in ambienteLinux. Unaprima
analisié statacompiutasu reti bayesianeimulate. Vienedi
seguitoillustratala proceduraseguitaperl’apprendimentali
questeeti.

Proceduradi apprendimentodi unaretesimulata.

passol: Generaziondiunareterandomdettagoldnetwork avente
il numerodeinodi e il massimanumerodi stati pernodopre-
fissatie con unaspecificaprobabili& per I'inserimentodegli
archifrai nodi.

passo2: Campionamentdellagold networkin mododaottenerain
databaseli esempD conunnumerodi campioniprestabilito.

passo3: Perturbazioneellagoldnetworkperotteneraunastartnet-
work da cui cominciarela ricerca. Il metododi perturbazio-
ne utilizza unacertaprobabilits per modificaregli archi esi-
stentiedun’altraperaggiungerewuovi archi,conil vincolo di
mantenerd grafoaciclico.

passod: Apprendimentcstrutturale apartiredaD e dallastart net-
work, utilizzandol'algoritmo di ricercaespostaella sezione
precedente.

passo5: Apprendimentalelletabelledi probabiliti associate cia-
scunnodotramiteunaproceduracheimplementd’equazione
6.

Percompletard’analisi € statonecessarigtudiareun mo-
do permisurarela “bonta” sia della strutturaselezionatahe
delle tabelleappreserispettoa quelle della gold networkdi
partenzaPerfarecio ci siamobasatisui suggerimentripor-
tati in [3], in cui vengonoutilizzati duetipi di misure. La
primae la differenzastrutturale fra duereti, cherappresenta
il gradocon cui la strutturaappreséha catturatole relazioni
causalifra variabili. Definitala differenzasimmetricad; frai
padridi X; in duedifferentireti P e Q come

®)

la differenzastrutturaled si calcolasommandautte le §;,
d=750,0. Siosservicomela differenzastrutturalesiala

& =| (Pa? UPaf) \ (P4 1 Paf) |

misuradel numerodegli archiin cui le reti P e Q differisco-
no, contandodue volte gli archi che sonostatiinvertiti nel
passaggiaaP aQ.

L’altra misurae la cross-entopia fra duereti, chedenota
guantobenela rete bayesianaappresapredira il prossimo
campionedel databasé. Dette p(X | mp) e p(X | mg) le
distribuzioni congiuntedi probabilita codificatedallereti P e
Q, la cross-entropi#d (P, Q) e datada

p(X | mp)

p(X | Q) ®)

H(P.Q) = ; p(X|me)log

Un primo esempiddi risultatoottenutosi puo osserarein
figura3, dove nonsonostateriportatele tabelledi probabilia
associatai nodi, in quantotroppovoluminose.Ad esempio,
latabellaassociatal nodotre hadimensioni5 x 240in quan-
to X3 pud assumeralori in 5 statidifferentiedi nodi padri
Paz hannoin totale240stati. Si osservicomela reteappresa
differiscadalla gold networkdi soli tre archi, tutti e tre can-
cellati rispettoall’originale. Questiarchifannopassard nu-
merodegli statidei padridi X3 da240a6, semplificandano-
tevolmentela tabelladelle probabilita condizionateassocia-
ta. Unaspiegazionedi questocomportament@ datadal fatto
chegli algoritmi propostitendonoa selezionareeti sempli-
ci rispettoad un determinatalatabas®. Sevi aggiungiamo
il fattochein questocasoD non haunadimensioneelevata
(soltanto4000 campioni),appareevidentecomel’algoritmo
abbiasemplificatda reteperl'assenzali sufficienti informa-
zioni per coglierela complessi del terzonodo. Si osservi
comeil restodellaretesiastatocorrettamenteiconosciuto.

Un altro esempiopuo esser@sseratonell’outputorigina-
le, allegatoalla relazionee modificatoper metterein risalto
gli archiaggiunti( A), invertiti (R) o cancellati( D) . La gold
networkha20 nodi e variabili binarie: & statacampionatat-
tendendoun databaséd di 2000 campioni. Perturbatacon
una probabilit di % ha generatda startnetwork, annotata
nell’output per metterein luce le differenzerispettoalla rete
originale. 1l listatoriportala descrizionelei 39 passidell’al-
goritmodi ricerca(a = 64), chemostrandl valoreattualedi
SCOREmsg) edil guadagnmttenutocompiendda variazio-
neindicatafra parentesi.Di fiancoé stataannotatda bon&
della mossa(erratak, correzionedi errore precedenteC) e
gualesarebbestatala mossaesatta.L'output si concludecon
la lista degli archidellareteappresa.Si osservicomeanche
in questocasola differenzastrutturalescendada 35 a9 con
I'apprendimentce la bassacross-entropidra la gold network
e la learnednetwork Questodatofa sospettarein possibile
“overfitting” dei dati dapartedell’algoritmodi apprendimen-
to delletabelledi probabili@. Interessantanchenotarecome
I'algoritmo di apprendimentalellastrutturadellareterimedi
solounavoltaadunasceltasbagliatacompiutain precedenza.
A causalelsuocarattereli ricercalocale le scelteerratefatte
ai primi passifannoquasicertamentecaderein un massimo
localedifferentedaquelloglobale,conpocheprobabilitiche
gli erroripossan@ssereorretti. Comunqueanchen questo
esempida reteappresa molto piu vicina alla reteoriginale
rispettoalla start network dimostrandacomela tecnicaim-
plementataaffini realmentela conoscenzaniziale grazieal
contrituto delle osserazionicontenutenel databas®.
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Figura3: Risultatidi untestsuunarete“gold” generata casocon9 va-
riabili e al piu cinquestati per variabile. In un primo momentosonostati
estratti4000 campionida questarete, che poi é stataperturbatacon proba-
bilita % ottenendaunarete “start”. Le lettereassociateagli archiindicano
seunaarco e statoaggiunto(A),rimosso(D)o invertito(R). A partire dalla
“start” utilizzandoi dati contenutinel database stataeseguita la procedu-
ra di apprendiment@ due passi(struttura+ tabelle),cona = 100, cheha
datocomerisultatola rete“learned”. Si osservicomela differenzastruttu-
rale dalla“gold” siascesala 16 a3 conl'apprendimentomentrele tabelle
di probabilitadella“learned”hannounabassaross-entropia).176679con
quelledella“gold”.

Perconcluderd’analisi dell’algoritmosureti simulatepre-
sentiamd’apprendimentai unaretepiu semplicedelle pre-
cedenti,illustratain figura4. In questocasol’algoritmo ha
appresda rete senzacommettereerrori: il motivo € il cor
retto dimensionamentalel numerodi esempirispetto alle
dimensionidel modelloe la correttasceltadel parametra.

3 Apprendimentoda dati reali

Perapplicarele tecnicheespostead un process@rovenien-
te dal mondoreale,abbiamoutilizzato il databaseiportato
apag.44in [4]. Si trattadi uno studioswlto dai professori
Sawell e Shahriguardole intenzionidi unapopolazionesco-
lasticadi 10416studentidell’'ultimo annodi superioridi pro-
seuire gli studi, frequentandd’universi@. | dati sonostati
raccoltialla WisconsinHigh Scool nel 1968e riguardandl

sessalello studentejl suostatosocioeconomical suoquo-
zientedi intelligenza/'incoraggiamentaicevuto daigenitori
a pros@uire gli studie I'effettiva decisionedi farlo o meno.
La sgguentetabellaillustrain dettagliole variabili edi possi-
bili staticheposson@assumerenonctei codicinumericiche
il prototipoassgnaloro, utili percomprensionelei risultati
ottenutiallegatiin formatoelettronico.

% el

GOLD vs LEARNED GOLD vs START
s.d.=0 s.d. =6
c.e.=0.0138

Figura4: Risultatidi untestsuunarete“gold” generata casocon5 va-
riabili e al piu quattrostati per variabile. Sonostati estratti5000 campioni
da questarete, poi & stataperturbatacon probabilia % ottenendaunarete
“start”. La proceduradi apprendiment@ due passi,cona = 8, ha prodot-
to la rete “learned” che & identicanella strutturaalla “gold” e anchenelle
tabelledi probabilita (cross-entropi@aria0.0138233)1 passicompiutidal-
I'algoritmo di ricercastrutturalesonostati, partendoda SCOREMga(t) =
-26777. 3, add: 3—5(+310. 8) , rev: 2—4(+142.8) , rev: 1—4(+179.5)

e del : 5—x1(+24.0), ottenendauno SCOREM|eamed) = - 26120. 2.

X X1 X2 X3 X4 X5
sigla SEX SES 1Q PE CP
signif. Sex SocioEcon. Intell. Parental College

Status Quotient Encourag. Plans

1 male low low low yes

2 female lower mid. lower mid. high no

3 uppermid. uppermid.

4 high high

Abbiamotentatoun primo apprendimentpartendadauna
retesenzarchifrai nodi,etenenddl parametrax adunbas-
sovalore,datochela start networkfornita eradel tutto non
informativa. | risultati ottenutisonoriportatiin formagrafica
nellafigura5A. Comesi pud osserare,gli archiappresico-
dificanomolterelazionicausalicheci saremmaotuti aspet-
tare,comead esempial fattocheil fattoresocioeconomico
influenzii genitoriadareo noaifigli stimoli perandareall’u-
niversit. A nostroavviso, il soloarcocheconnetteCPalQ
sembraillogico, in quantosupporrebbél fatto chela scelta
di andareall'universiainfluiscasul quozientedi intelligenza
dello studente.

Pertentaredi evitare questoincorvenienteabbiamoripe-
tuto I'apprendimentgartendadaunaretein cui ogninodoe
collegatoa CP conun arco. Questoequivale a supporreuna
conoscenza priori sul fattochetutti gli attributi possonan-
fluenzaren qualchemodola sceltauniversitaria.Avendoin-
trodottounastart network cheritenevamomolto importante,
I'apprendimentce statoeseuito con un parametrao eleva-
to. I risultati ottenutisonoosserabili nellafigura5B. Il grafo
appresamostracheil problemariscontratoe statoeliminato
(adesscac’é un arcoda IQ a CR che codificail fatto cheil
qguozientedi intelligenzapuo influenzarela sceltadi prose-
guire gli studi). Peo, la rete & logicamentedebolerispetto
adunaltro arco,quellochecollegaSESalQ. In questocaso
infatti sembrerebbd quozientedi intelligenzapoteressere
influenzatodallacondizionesocioeconomicdell’individuo.

Abbiamotentatodi percorrereunaterzastrada.Siamori-
tornati ad unastart networkpriva di archi, ma abbiamoim-
postodeivincoli sullastruttura. In questocasosi € supposto
cheil nodoCPnonpotessessepadredi altri nodi. | risultati
ottenutidall’apprendimentan questecondizionisonoripor-
tati in figura5C, partendoda un parametraa basso.La rete
appresa la stessalel casoprecedente.

Da questirisultati si puo trarrela conclusionechel’algo-
ritmo propostosiaun buon approcciopertrattaredatiin una
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Figura5: Risultatidell'apprendimentalal databaseli Savell & Shah.A.
o = 8 estartnetworkvuota.B. a = 256 e startnetworkconun arcoentrante
in CP daogninodo. C. a = 8 e start networkvuota,maconil vincolo che
CPnonpub esserepadredi alcunnodo. Gli archiconun“?” sono,anostro
awviso, illogici.

primafase,in mododa ottenereunarete di Bayescheillu-
stri buonapartedelle relazionifra le variabili, commettendo
si qualcheerrore,mafornendogia unabuonavisonedi mol-
te relazionicheintercorronofra le variabili. In unaseconda
fase partendaairisultati ottenuti,e possibileutilizzarequal-
chemetodopiu sofisticatoper tentaredi raffinarela “bonta”
causaledellarete. Un esempiodi questatecnicapud essere
trovatoin [4], in cui I'impiego di unametodologiache uti-
lizza variabili nascostgermettedi introdurreunanuova va-
riabile chesembrarenderecontodella“qualita” dei genitori,
separandd quozientdli intelligenzadallo statuseconomico.

4 QOssewnazioniconclusve

Abbiamopresentatanatecnicaperapprendereeti bayesia-
nesuuninsiemedi variabili aleatoriea partiredaun database
di loro realizzazioni.ll metodoespostguo essereutilizza-
to percomprenderde relazionidi causalid cheintercorrono
fra le variabili e perattuareunaprimaanalisidei datiad esse
relativi.

Sonostatimessiin luce alcunidifetti, cheabbiamoimpu-
tato sia alla non applicabilia delle ipotesia molti casidi in-
teressaealechealla difficolta di unacorrettaassgnazione
dei parametridell’algoritmo, primo fra tutti il coeficientea.
Inoltre & statomostratoche nel casoin cui le ipotesisiano
soddishtte,i parametricorrettamentalimensionatie si stia

utilizzando un numerosufficiente di campioni, I'algoritmo
apprendesenzaerrorila rete.

In ultima analisi,I'apprendimentdasatosu selezionedel
modello e stimabayesianalei parametrie un buon metodo
peraffrontareil problemadi trovarerelazionifra dati. | risul-
tati ottenuti possoncessereaffinati impiegandotecnichedi
apprendimentiu potenti,qualisonoquellechesuppongono
la presenzali variabili nascoste.

Questolavoro e statorealizzatoper sostenerd’esamedi
“intelligenza artificiale” tenuto dal prof. G.Sodacon la
collaborazionedel dott. PFrasconi. Sono state utilizzate
le strutturedidattichedel laboratoriodell’informazione“ex-
forno”, all'interno dellafacolé di ingegneriadell’'universit
di Firenze.
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